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Préface

Ces actes regroupent les articles présentés lors du 8ème Colloque sur l’Optimisation et les 
Systèmes d’Information (COSI 2011) qui s’est déroulé à Guelma, Algérie, du 24 au 27 Avril 
2011.

COSI  est  la  principale  manifestation  scientifique  Algérienne  pour  les  chercheurs  qui 
travaillent sur la conception et le développement d’approches et d’outils pour l’optimisation, 
la représentation et l’accès à des informations  de tout type.  Cette manifestation rassemble 
plusieurs domaines de recherche comme :

• Les bases de données
• La fouille de données
• L’intégration d'information et d'applications
• Les systèmes d'information et applications dédiées
• L’algorithmique discrète
• L’optimisation combinatoire, programmation mathématique, optimisation, …
• La représentation des connaissances et raisonnement
• La programmation par contraintes
• Le traitement d'images et vision artificielle

Le programme de cette édition 2011 comportent à la fois des articles consacrés à des travaux 
théoriques  et  à  des  applications  qui  font  souvent  appel  à  diverses  techniques  issues  des 
différents  thèmes  couverts  par  ce  colloque.  L’évolution  du  nombre  de  papiers  soumis 
témoigne de la pérennité et de l’importance du colloque. Le comité de programme a procédé à 
l’évaluation de 212 articles soumis et en a sélectionné 37, ce qui donne un taux de sélection 
de 17.45%.

Le programme du colloque comporte également quatre plénières et trois cours donnés par des 
chercheurs de renommée internationale. 

Cours
Auteur : Yamine Aït Ameur (Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique 
ENSMA, Poitiers, France)
Titre : Formal Verification of processes and data models. Implicit and explicit semantic-based 
approaches.

Auteur : Pierre Marquis (Université d’Artois, France)
Titre : Reasoning under inconsistency

Auteur : Abdelkader D. Zighed (Université Lumière Lyon 2, Lyon, France)
Titre : Classification and clustering

Conférences plénières

Auteur : Ridha Mahjoub (Université Paris Dauphine, France)
Titre : Approches Polyédrales et conception de réseaux 

Auteur : Mahmoud Boufaïda (Université Mentouri, Constantine, Algérie)
Titre : Interopérabilité des systèmes d’information : Méthodes et outils de mise en oeuvre5



Auteur : Alain Quilliot (ISIMA, Clermont-Ferrand, France)
Titre : Tendances Nouvelles et Problèmes Emergents en recherche Opérationnelle

Auteur : Djamel Ziou (Université de Sherbrooke, Canada)
Titre : Perception, apprentissage et reconnaissance d’objets

Les  précédentes  éditions  de COSI ont  eu lieu  à  Tizi-Ouzou (2004),  Béjaia  (2005),  Alger 
(2006), Oran (2007), Tizi-Ouzou (2008), Annaba (2009) et Ouargla (2010). 

Nous remercions  les auteurs  pour leurs excellentes  contributions,  les  auteurs des cours et 
conférenciers  invités,  les  membres  du  comité  de  programme,  les  membres  du  comité 
d’organisation et les sponsors du colloque.

Pr. Mohand-Saïd Hacid

Président du comité de programme
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On graphs vertex critical with respect to
b-chromatic number

Mostafa Blidia � Noureddine Ikhlef Eschouf y

Frédéric Ma¤ray z

Abstract

A b-coloring is a proper coloring of the vertices of a graph such
that each color class has a vertex that is adjacent to a vertex of every
other color. The b-chromatic number b(G) of a graph G is the largest
k such that G admits a b-coloring with k colors. A graph G is called
b-critical if the removal of any vertex of G decreases the b-chromatic
number. In this paper, we prove various properties of b-critical graphs.
In particular, we characterize b-critical trees.

Keywords: b-coloring, b-crtical graphs.

1 Introduction

Let G = (V;E) be a simple graph with vertex-set V and edge-set E. A
coloring of the vertices of G is a mapping c : V ! f1; 2; : : :g. For every
vertex v 2 V the integer c(v) is called the color of v. A coloring is proper if
any two adjacent vertices have di¤erent colors. The chromatic number �(G)
of graph G is the smallest integer k such that G admits a proper coloring
using k colors.

A b-coloring of a graph G by k colors is a proper coloring of the vertices
of G such that in each color class there exists a vertex having neighbors in
all the other k � 1 colors classes. We call any such vertex a b-vertex. The
concept of b-coloring was introduced in [3, 4]. The b-chromatic number b(G)

�LAMDA-RO Laboratory, Dept of Mathematics, B.P. 270, University of Blida,
Algeria.

yDr. Yahia Farés University of Médéa, Algeria.
zC.N.R.S, Laboratoire G-SCOP, 46 Avenue Félix Viallet, 38031 Grenoble Cedex,

France.
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of a graph G is the largest integer such that G admits a b-coloring with k
colors.

More recently, N. Ikhlef eschouf [2] began the study of edge b-critical
graphs where he characterized the edge b-critical P4 sparse graphs and edge
b-critical quasi-line graphs. We propose here to study the e¤ect of removing
a vertex of a graph G on the b-chromatic number. If x is a vertex of a graph
G = (V;E), then G � x is the subgraph of G that results after removing
from G the vertex x. A graph G is called b-critical if the removal of any
vertex of G decreases the b-chromatic number.

For notation and graph theory terminology we in general follow [1]. Con-
sider a graph G = (V;E): For any A � V , let G[A] denote the subgraph of
G induced by A. For any vertex v of G, the neighborhood of v is the set
NG(v) = fu 2 V (G) j (u; v) 2 Eg (or N(v) if there is no confusion). The
distance between two vertices x and y, denoted by dG(x; y) (or d(x; y) if
there is no confusion), is the length of a shortest path from x to y. A vertex
of degree one is called a pendent vertex or a leaf and its neighbor is called
a support vertex. If v is a support vertex, then Lv will denote the set of
the leaves attached at v. A rooted tree distinguishes one vertex x called the
root. For each vertex u 6= x of T , the parent of u is the neighbor of u on
the unique x � u path, while a child of u is any other neighbor of u. For a
vertex u in a rooted tree T , we let C(u) and D(u) denote the set of children
and descendants, respectively, of u, and we de�ne D[u] = D(u) [ fug. The
maximal subtree at u is the subtree of T induced by D[u], and is denoted by
Tu. Let !(G) denote the size of a maximum clique of G. We let Pk denote
the path with k vertices. A vertex of a path Pk distinct from an end-vertex
is said to be an internal vertex.

In this paper, we prove various properties of b-critical trees. In partic-
ular, we show that if T is a b-critical tree, then �(T ) � b(T ) � �(T ) + 1;
where �(T ) is the maximum degree in T . We also give a characterization
of b-critical trees.

2 Results on b-critical trees

We will use several de�nition and results due to Irving and Manlove [3].

Remark that if a graph G admits a b-coloring with k colors, then G has at
least k vertices of degree at least k � 1. Irving and Manlove de�ned the
m-degree m(G) of a graph G as the largest integer l such that G has at least
l vertices of degree at least l � 1. Thus every graph satis�es the following
inequality:

13



Proposition 2.1 [3]For any graph G, b(G) � m(G):

De�nition 2.2 [3]A vertex v of T such that d(v) � m(T ) � 1 is called a
dense vertex of T .

De�nition 2.3 [3]A tree T = (V;E) is pivoted if T has exactly m dense
vertices, and T contains a distinguished vertex v such that:
(1) v is not dense.
(2) Each dense vertex is adjacent either to v or to a dense vertex adjacent
to v.
(3) Any dense vertex adjacent to v and to another dense vertex has degree
m� 1.

Theorem 2.4 [3]If T = (V;E) is a pivoted tree, then b(T ) = m(T )� 1 else
b(T ) = m(T ):

De�nition 2.5 A graph G is said to be a b-critical graph if for any vertex
v, b(G� v) < b(G):

De�nition 2.6 Let G be a graph and c be a b-coloring of G with b(G) colors.
A set S of b-vertices of c is said to be b-system of c if jSj = b(G) and for
any two vertices x; y of S, c(x) 6= c(y).

We begin with some useful observations.

Observation 2.7 Let T be a b-critical tree and let c be a b-coloring of T
with b(T ) colors. Let S be the set of all b-vertices of c: Let z be a support
vertex. Then the following three properties hold:
i) z 2 S. Moreover, 8x 2 S; c(x) 6= c(z):
ii) 8v 2 V nS;N(v) \ S 6= ;:
iii) z cannot have two neighbors of the same color such that one of them is
a leaf.

Proof. Let b(T ) = k and let c be a b-coloring of c with k colors.
i) Otherwise, the removal of any leaf of z do not decrease the b-chromatic
number.
ii) Suppose there exists a vertex u 2 V nS such that N(u) \ S = ;: Then c
remains a b-coloring of T � u with k colors, a contradiction.
iii) Otherwise, the removal of the leaf of the repeated color in N(z) cannot
reduce the b-chromatic number.
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Observation 2.8 Let T = (V;E) be a b-critical tree. Let c be a b-coloring
of T with b(T ) colors and let S be the set of all b-vertices of c in T: If S
contains two b-vertices x1; x2 of the same color, then for i = 1; 2; we have:
i) N(xi) \ S 6= ; and N(xi) \ (V nS) 6= ;.
ii) xi is not a support vertex.
iii) Each connected component of T � xi contains at least one b-vertex.
iv) Every neighbor of xi is adjacent to at least two b-vertices.

Proof. Let k = b(T ). Let c be a b-coloring of with k colors. Let x1; x2 be
two b-vertices of the same color. Let u be a neighbor of xi (i = 1 or 2).
i) Without loss of generality, if all neighbors of xi are b-vertices then c
remains a b-coloring of T � xj for j 6= i. If all neighbors of xi are non-
b-vertices then c remains a b-coloring of T � xi: In either case, we have a
contradiction. Thus N(xi) \ S 6= ; and N(xi) \ (V nS) 6= ; for i = 1; 2:
ii) dT (u) > 1; otherwise c remains a b-coloring of T � u with k colors, a
contradiction.
iii) Suppose there exists a connected component Ti of T �xi which contains
no b-vertex. Since xi is not a support vertex, it follows that Ti contains some
vertex z which is not adjacent to xi. Hence, c remains a b-coloring of T � z
with k colors, a contradiction.
iv) If u is adjacent to x1 and x2 then condition (iv) holds. So we may
suppose that u is not adjacent to one of x1; x2, say x2: Since x1 is not
a support vertex, u is adjacent to at least one vertex besides x1. If all
neighbors of u, other than x1, are non b-vertices, then c remains a b-coloring
of T � u with k colors, a contradiction.

Theorem 2.9 Let T = (V;E) be a b-critical tree, and let c be a b-coloring
of T with b(T ) colors. Then,
i) The b-system S of c in T is unique.
ii) 8x 2 V n S; dT (x) � jSj � 2:
iii) 8x 2 S; jSj � 1 � dT (x) � jSj :

Proof. Let b(T ) = k and S be a b-system of c in T .
i) Suppose on the contrary that S is not unique for c. Then there exist two
b-vertices x and y of the same color. By Observation 2.8 (ii), x; y are not
support vertices. We root T at the vertex x. Every connected component Ti
of T � x contains a support vertex zi. Observation 2.7 (i) implies that zi is
the only b-vertex of color c(zi) in T . Since dT (x) � k�1; T contains at least
k�1 support b-vertices. If the number of support vertices is more than k�1,
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then we have a support vertex with a repeated color in S, which contradicts
Observation 2.7 (i). This implies that each connected component of T � x
contains exactly one support vertex. Moreover, dT (x) = k�1. Without loss
of generality we may assume that y 2 Ti. Since y is not a support vertex,
dT (y) = 2. Therefore it is clear that k = 3. Hence, dT (x) = 2 and every
vertex which is not a leaf has degree two. Consequently, T is a path of
length at least 7 which is not b-critical, a contradiction. So S is unique for
c.

ii) Let x1; x2; :::; xk the b-vertices of c in T of colors 1; 2; :::; k; respec-
tively. Let u be a non b-vertex of c. By Observation 2.7 (ii) and without
loss of generality, we may suppose that u 2 N(x1): We shall show that
dT (u) � k � 2. Vertex u is adjacent to at most k � 2 b-vertices, for other-
wise, u would be a b-vertex or there is no available color for it.

Therefore, V =
k[
i=1

N [xi] = N [S]: So, we claim that:

Claim 1: For i 6= j; we have:jN [xi] \N [xj ]j
�
� 1 if xi is not adjacent to xj
= 2 if xi is adjacent to xj

Proof: If if xi is adjacent to xj ; it is clear to see that jN [xi] \N [xj ]j = 2:
If xi is not adjacent to xj ; then assume that N [xi]\N [xj ] contains at least
two vertices. Then it is obvious to see that we have either a cycle C3 or C4,
which contradicts that T is a tree. So Claim 1 holds.

Claim 2: For i � 1; jN(u) \N [xi]j � 1:

Proof: If i = 1, then the inegality is obvious. Let a; b be two vertices of
N [xi]: Suppose that u is adjacent to a and b: If xi = a, then (u a b u) form
a cycle of order 3. If xi 6= a; b; then (u a xi b u) form a cycle of order 4; a
contradiction. So Claim 2 holds.

Thus, Observation 2.7 (ii) and Claim 2 imply that,

dT (u) � k:

Suppose that l = dT (u) � k � 1: Let S1 = N(u) \ S and S2 = SnS1. Since
jS2j � 2; jSj � 3: If jSj = 3; then it is easy to check that T is not b-critical
tree. Thus we can assume that jSj � 4: So we claim that:
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Claim 3. For 1 � i � k; dT (xi) = k � 1:

Proof: If l = k, then Claim 1-2 imply that for every vertex v 2 V�(S [
N [u]); dT (v) = 1; and each vertex of S has exactly one neighbor of degree
at least 2 and all other neighbors are leaves. Thus, Observation 2.7 (iii)
implies that dT (xi) = k � 1:

If l = k�1; then u is not adjacent to one of N [x2]; N [x3]:::; N [xk]; say N [xk]:
By the connectedness of T; N [xk] is adjacent to one ofN [x1]; N [x2]; :::; N [xk�1];
say N [xt] (t = 1 or k�1): For the same argument cited above, dT (xk) = k�1
and dT (xi) = k � 1 for i 6= t; k: For the vertex xt there are three cases to
distinguish.

a) xt = xk�1 has one neighbor of degree at least 2 and all other neighbors
have degree 1: In this case, dT (xt) = k � 1:

b) xt = xk�1 has two neighbors, say w1; w2 of degree 2 such that one
of them, say w1 is a neighbor of u; and all other neighbors of xk�1 have
degree 1: Suppose that c(w1) = c(w2): Since jSj � 4; xk�1 has at least two
neighbors leaves, say w3; w4. By Observation 2.7 (iii); c(w3) 6= c(w4) and
therefore one of them, say w3, has a color di¤erent from c(u). Then we
can recolor w1 with c(w3). So we have obtained a new b-coloring such that
xk�1 has two neighbors of the same color where one of them is a leaf. This
contradicts the Observation 2.7 (iii) for new b-coloring. This implies that
c(w1) 6= c(w2): Then Observation 2.7 (iii) implies that dT (xt) = k � 1:

c) xt = x1 has two neighbors u; y of degree at least 2 such that y is
neighbor of one vertex of N(xk) and all other neighbors of x1 have degree
1: Similarly, one can show that dT (xt) = k � 1: So Claim 3 holds.

Assume that u is adjacent to r � k � 2 b-vertices and l � r non b-vertices.
Let L be the set of vertices of T of degree 1 and let U be the set of vertices
of T of degré 2. We distinguish among two cases.

Case 1: l = k:

We can see that U = N(u) \N(S2); V = S [ L [ U [ fug and all vertices
of V n (S [ U [ fug) belong to L. We construct a new b-coloring � of T
using k colors from the b-coloring c. We �rst color the vertices of S and
L\N(S1); as follows: For 1 � i � k; set �(xi) = c(xi); and for every vertex
y 2 L \N(S1); assign,

�(y) =

�
c(u) if c(u) 6= k and c(y) = k
c(y) otherwise

17



We next color the vertices of U and L \N(S2): Let ui; z 2 N(xi); (r + 1 �
i � k); such that ui 2 U and z 2 L \N(S2). So, for r + 1 � i � k; assign,

�(ui) =

�
i� 1 if i 6= r + 1
1 if i = r + 1

; �(z) =

8<:
c(ur+1) if i = r + 1; c(z) = 1
c(ui) if i 6= r + 1; c(z) = i� 1
c(z) otherwise

Finally, set �(u) = k:

Thus, interchanging the colors of some vertices of T produces a new b-
coloring � with k colors such that u and xk are b-vertices of the same color
k, contradicting the uniqueness of S for �. So this case can�t occur.

Case 2: l = k � 1:

Then either u is not adjacent to one of N [x1]; N [x2]:::; N [xk]; say N [xk];
or there exist exactly two vertices of S2; say xk�1; xk such that u 2 N(w);
where w 2 N(xk�1) \N(xk): So, there are two cases to consider.

Case 2.1: u 2 N(w)

Since l = k � 1, N(xi) \ N(xj) = ;; (i; j 6= 1; k; k � 1): By Claims 1-2,
N(xk) \N(xk�1) = fwg: If jS2j = 2; then T is pivoted tree and m(T ) = k:
Thus, b(T ) = k � 1; a contradiction. So, we may suppose that jS2j � 3:
Therefore d(w) = 3 and V = S [ L [ U [ fu;wg :

We construct a new b-coloring � of T using k colors from the b-coloring
c; as follows. We color the vertices of S and L\N(S1) in the same way as the
�rst case. We next color the vertices of U; L\N(S2) and fw; ug as follows:
Let ui; z 2 N(xi); (r+1 � i � k); such that ui 2 Ui and z 2 L\N(S2). So,
for r + 1 � i � k � 2; set �(ui) = i+ 1; and for r + 1 � i � k; assign,

�(z) =

8<:
c(w) if i = k � 1; k; c(z) = r + 1
c(ui) if i 6= k � 1; k; c(z) = i+ 1
c(z) otherwise

Finally, set �(u) = k and �(w) = r + 1:

Thus, interchanging the colors of some vertices of T produces a new b-
coloring � with k colors such that u and xk are b-vertices of the same color
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k, contradicting the uniqueness of S for �. So this case can�t occur.

Case 2.2: u is not adjacent to Tk

Since T is a connected graph without cycle, there exists only one edge
between, say N [xk] and N [xk�1]. Let w1 2 N [xk�1]; w2 2 N [xk] such that
w1w2 2 E: There are two subcases to consider.

Subcases 1: w1 = xk�1 and w2 = xk:

If S2 contains only two vertices, then T is pivoted tree and therefore m(T ) =
k. Thus, b(T ) = k � 1, a contradiction. So jS2j � 3: Then we have,
V = S [ L [ U [ fug : We construct a new b-coloring � of T using k colors
from the b-coloring c; as follows: for every vertex z 2 N(xk); set �(z) = c(z).
Let ui; z 2 N(xi); (r+1 � i � k� 1); such that ui 2 Ui and z 2 L\N(S2).
So, for r + 1 � i � k � 2; set �(ui) = i + 1; �(uk�1) = r + 1 and for every
vertex v 2 N(xk)�fxk�1g; assign �(v) = c(v): Finally, recolor u with k.

Subcases 2: w1 6= xk�1 and w2 6= xk:

Let uk�1 2 N(u)\N(xk�1). Let z0 2 N(xk�1) and z1; z2 2 N(xk) such that
c(z0) = c(z1) = r + 1 and c(z2) = 1. We construct a new b-coloring � of T
using k colors from the b-coloring c, as follows:

a) If w1 6= uk�1, then V = S [ L [ U [ fug. If c(uk�1) = r + 1, then assign
�(v) = c(v) for every vertex v 2 N(fxk; xk�1g) and color the remaining
vertices in the same way as the Case 2:1: If c(uk�1) 6= r + 1, then assign
�(uk�1) = r + 1: If z0 6= w1 or (z0 = w1 and c(w2) 6= c(uk�1)); then assign
�(z0) = c(uk�1) and �(v) = c(v) for every vertex v 2 N(fxk; xk�1g)�fuk�1; z0g.
If z0 = w1 and c(w2) = c(z1); then set �(z0) = c(uk�1); �(w2) = c(z2) and
�(z1) = c(w2): Also, for every vertex v 2 N(fxk; xk�1g)�fuk�1; z0; z1; z2g,
assign �(v) = c(v) : Finally, recolor the remaining vertices in the same way
as the Case 2:1:

b) If w1 = uk�1; then dT (w1) = 3 and V = S[L[U[fu;w1g. If c(w1) = r+1,
then for every vertex v 2 N(xk) assign �(v) = c(v) and recolor the remaining
vertices in the same way as the Case 2:1: If w1 6= z0; then assign �(w1) = r+1
and �(z0) = c(w1): If w2 = z1; then set �(w2) = 1 and �(z2) = �(w2) and
for every veretx v 2 N(fxk�1; xkg)�fuk�1; z0; z1; z2g; reolor the remaining
vertices in the same way as the Case 2:1:

In either subcases we have obtained a new b-coloring � with k colors from

19



the b-coloring c such that u and xk are b-vertices of the same color k, con-
tradicting the uniqueness of S for �. So this case can�t occur.

This implies that dT (u) � k � 2 = jSj � 2:

iii) The lower bound is trivial. Let us now prove the upper bound.
Let x be a b-vertex and let T1; T2; :::; Tp connected components of T � x.
Suppose that dT (x) � k + 1: Then p � k + 1: Therefore N(x) contains at
least one leaf, say u, for otherwise, the uniqueness of S and Observation 2.8
imply that jSj � dT (x) + 1 � k + 2; a contradiction. Let N r(x) � N(x)
denote the set of neighbors of x of color r; 1 � r � k. Let l be the color
of u. Then

��N l(x)
�� = 1; otherwise, c remains a b-coloring of T � u with k

colors, a contradiction. Since dT (x) � k + 1; there is a color t 6= l such that��N t(x)
�� � 2: We distinguish among two cases.

Case 1:
��N t(x)

�� � 3:
Then N(x) contains at least three vertices, say x1; x2; x3 of color t. Without
loss of generality, we may suppose that xi 2 Ti; i = 1; 2; 3: Observation 2.8
and the uniqueness of S imply that one of T1; T2; T3, say T1, does not contain
any b-vertex of color t; l:

Case 2: 8r; 1 � r � k; r 6= c(x); jN r(x)j � 2:

Since dT (x) � k + 1; there are two colors that appear exactly twice in
N(x). Without loss of generality, we may suppose that x1; x2 2 N t(x) and
x3; x4 2 Nh(x); h 6= t; l: Also we may suppose that xi 2 Ti; i = 1; 2; 3; 4:
Since S is unique, by pigeonhole principle, we can see that there exists a
connected component Ts, 1 � s � 4; that contains no b-vertex colored t; l
(or h; l): Without loss of generality, we may suppose that T1 contains no
b-vertex colored t; l:

In either case, recolor the vertex set V (T1) [ fug as follows. We ex-
change the color t by l and conversely. Then u would be a vertex with a
repeated color in N(x): Hence, c remains a b-coloring of T �u with k colors,
a contradiction. So dT (u) � k � 2

As an immediate consequence of Theorem 2.9, we have the following
corollary.

Corollary 2.10 If T is a b-critical tree, then �(T ) � b(T ) � �(T ) + 1
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3 Characterization of b-critical trees

In this section, we shall give a characterization of b-critical trees. This
amounts to characterize the b-critical trees having a b-chromatic number
equal to �(T ) or �(T ) + 1:

3.1 b-critical tree with b(G) = �(T ):

In order to characterize the b-critical trees T with b(T ) = �(T ), we de�ne
a family T1 as follows:
De�nition: Class T1. A tree T is in class T1 if, and only if, for some
integers k and p with k � 4 and 2 � p � k � 2, the vertex-set of T can be
partitioned into four sets fvg, D1, D2, X with the following properties:

� jD1j = p, and every vertex of D1 is adjacent to v;
� jD2j = k � p, and every vertex of D2 has a neighbor in D1;
� Every vertex of X has a neighbor in D1 [D2;
� There is a vertex w 2 D1 such that w has a neighbor in D2, w
has degree k, and every vertex of D1[D2 nfwg has degree k�1.

Note that there is no other edge than those mentioned in the de�nition,
because T is a tree. Moreover, it is easy to see that the de�nition implies
that jXj = k2�3k+p+1. So T has k2�2k+p+2 vertices. Also, �(T ) = k,
m(T ) = k, the dense vertices are the vertices in D1 [D2, and b(T ) = k.

Class T1 may contain several non-isomorphic members with the same
value of k and p, depending on the adjacency between D1 and D2.

Then we have the following result.

Lemma 3.1 If T 2 T1 then T is b-critical tree.

Proof. Let T = (V;E) be a tree of T1. By de�nition of T; b(T ) = k
and m(T ) = k: Let I = fu 2 V (T ) : dT (u) = k � 1g: Let y 2 V (T ). If
y 2 N [I][fwg; then b(T � y) � m(T � y) � m(T )� 1 = k� 1: If y 2 N(w);
then T�y is a pivoted tree. Therefore by Theorem 2.4, b(T�y) = m(T )�1 =
k � 1: Thus T is a b-critical tree.

Root T at a vertex x of maximum degree. Let C(x) = fx1; x2; :::; x�(T )g
be the set of children of x. Let A(x) = fv 2 C(x) : v is b-vertexg: Let
Lx be the set of leaves attached at x. Let B(x) = C(x)n (A(x) [ Lx) : Let
T � x = T1 + T2 + ::: + T�(T ) such that xi 2 V (Ti); 1 � i � �(T ): We let
D(xi) denote the set of descendants of xi:
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Observation 3.2 Let k = b(T ). Let T be a b-critical tree. Let c be a b-
coloring of T with k colors and let S be a b-system of c . Let x 2 S and let
x1 2 C(x) be a non b-vertex such that dT (x1) � 2. Let x��1; x� 2 S such
that c(x1) 6= c(x��1); c(x�): If both x� and x��1 belong (or both at once
do not belong) to D(x1), then interchanging the colors c(x��1) and c(x�)
in G[D(x1)] produce a new b-coloring � of T with k colors.

Lemma 3.3 Let x be a vertex of maximum degree of a b-critical rooted tree
T with the root x such that b(T ) = �(T ). If Lx and B(x) are nonempty
sets, then for any b-coloring of T with �(T ) colors, all colors of B(x) are
distinct.

Proof. Let k = b(T ). Let c be a b-coloring of T with k colors and let S
be a b-system of c. Let x be a vertex of maximum degree. By Theorem
2.9 (ii) and (iii), x is a b-vertex. Since k = �(T ); it follows that C(x)
contains exactly two vertices of the same color. Suppose there exists two
vertices of B(x), say x1; x2 of the same color t. Since k = �(T ), the colors
of C(x)nfx1; x2) are distinct. Hence, every vertex of Lx has a color di¤erent
to t. Let STi = fv 2 D(xi) \ S : xi 2 B(x)g: Then by Observation 2.7 (i);
jSTi j � 1: On the other hand, for i = 1; 2; xi is adjacent to at least one b-
vertex other than x colored ri 6= t, otherwise, c remains a b-coloring of T�xi
with k colors. By Theorem 2.9 (i), a b-vertex of color t cannot be in one of
ST1 ; ST2 ; say ST1 : Since Lx is a nonempty set, then it contains at least one
vertex, say xh, of color h 6= t. If the color t is in ST2 , then jST2 j � 2 and ST1
cannot contain all b-vertices of all the colors of Lx; Indeed, it is clear to see
that jST2 j � 2: It therefore su¢ ces to show the second part. Suppose on the
contrary that all colors of Lx appear in ST1 (i.e., ST1 contain all b-vertices
of all the colors of Lx): Then

k = jST1 j+ jST2 j+
jB(x)jX
i=3

jSTi j+ jA(x)j+ jfxgj

k � jLxj+ 2 + (jB(x)j � 2) + jA(x)j+ 1 = �(T ) + 1 = k + 1

a contradiction. So there is a color of Lx, say, h, which does not appear
in ST1 . Thus ST1 contains no b-vertex of colors t; h. If the color t is not
in ST2 , then t is not in ST1 [ ST1 . b-vertex colored h, cannot be in one of
ST1 ; ST2 ; say ST1 : Thus ST1 contains no b-vertex of colors t; h. In either case,
interchanging the colors t and h in G[D[x1]] produce a new b-coloring � of
T with k colors such that xh would a leaf of repeated color in C(x). Hence,
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� remains a b-coloring of T �xh with k colors, a contradiction. So all colors
of B(x) are distinct.

We let D(B � x1) denote the set of descendants of B(x)nfx1g:

Lemma 3.4 Let x be a vertex of maximum degree of a b-critical rooted tree
T with the root x such that b(T ) = �(T ): Let x�; x1 be two vertices of A(x)
and B(x); respectively, of the same color t. If D(B�x1) contains a b-vertex,
say z, of color r, then B(x) cannot contain a vertex of color r:

Proof. Let k = b(T ): Let c a b-coloring of T with k colors. Let S be a
b-system of c. Let z 2 D(B�x1) be a b-vertex of color r: Since S is unique,
r 6= t: Suppose on the contrary that there is a vertex colored r in B(x)nfx1g.
Since D[x1] does not contain a b-vertex of color r or t; Observation 3.2,
implies that interchanging the colors t and r in G[D[x1]] produce a new
b-coloring � with k colors such that B(x) contains two vertices of color r, a
contradiction to Lemma 3.3.

Lemma 3.5 Let x be a vertex of maximum degree of a b-critical rooted tree
T with the root x such that b(T ) = �(T ): Then the following three properties
hold:
i) jLxj � 1 (x is a support vertex).
ii) jB(x)j = 1:
iii) jA(x)j � 1:

Proof. Let k = b(T ) and let T be a b-critical tree with k = �(T ). Let c
be a b-coloring of T with k colors and let S be a b-system of c. Root T at a
vertex x of maximum degree. By Theorem 2.9 (ii) and (iii), x is a b-vertex.

i) Suppose that x is not a support vertex. Then Observation 2.7 (i) implies
that any connected component Ti of T�x contains at least one b-vertex. Let

STi = V (Ti)\S: Therefore k � jfxgj+
�(T )P
i=1

jSTi j � �(T )+1, a contradiction.

ii) Since k = �(T ); it follows that C(x) contains two vertices, say x1; x�;
of the same color t. For the same argument, Observation 2.7 (iii) and
Theorem 2.9 (i) imply that B(x) 6= ;: Suppose that jB(x)j � 2: By Lemmas
3.3, 3.4 and Observation 2.7 (iii), one of x1; x�; say x1; belongs to B(x)
, and therefore x� 2 A(x): We shall show that D(B � x1) contains no b-
vertex. Suppose on the contrary that there is a b-vertex, say z; of color r
in D(B � x1): Then by Lemma 3.4, Lx contains a vertex, say xr, of color r.
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Since D[x1] contains no b-vertex of color t or r, Observation 3.2 implies that
there is a new b-coloring � with k colors such that x1 has color r. Therefore
xr is a vertex with a repeated color in C(x). Thus � remains a b-coloring of
T � xr with k colors, a contradiction. So D(B � x1) contains no b-vertex.
By Observation 2.7 (ii); D(B � x1) = ;: Also by the partition of C(x);
B(x)nfx1g = ;. Consequently, B(x) = fx1g.

iii) Suppose that A(x) = ;: Then Lemma 3.3 and Observation 2.7 (iii)
imply that all vertices of C(x) are distinct. But then k = �(T ) + 1; a
contradiction.

Since k = �(T ); C(x) contains two vertices of the same color. By Lemma
3.3 and 3.4; one of them, say x1, is the only vertex of B(x) and therefore
the other, say x� belongs to A(x). We are now in a position to characterize
the b-critical trees having a b-chromatic number equal to �(T ):

Theorem 3.6 Let T = (V;E) be a tree with b(T ) = �(T ). Then T is
b-critical if and only if T 2 T1:

Proof. If T 2 T1; then by Lemma 3.1, T is b-critical. To prove the converse,
let k = b(T ) and let T be a tree with k = �(T ). Let c be a b-coloring of T
with k colors and let S be a b-system of c. Root T at a vertex x of maximum
degree. By Theorem 2.9, x is a b-vertex. Since k = �(T ); C(x) contains
two vertices of the same color. By Lemmas 3.3, 3.5 and Observation 2.7
(iii), one of them, say x1, is the only vertex of B(x) and therefore the other
vertex, say x� belongs to A(x). Let t be the color of x1 and x�: We let
D(A) denote the set of descendants of A(x):

Claim 1. D(A) is an independent set

Proof: We shall show that D(A) contains no b-vertex. Suppose that D(A)
contains a b-vertex z of color r: Theorem 2.9 (i) implies that A(x) cannot
contain a vertex of color r. Therefore r 6= t. For the same argument D(x1)
cannot contain b-vertices colored t or r: Since x is a b-vertex, Lx contains
a vertex, say xr, of color r. By Observation 3.2, interchanging the colors
t and r in G(D[x1]) produce a new b-coloring of T with k colors such that
xr would a leaf of repeated color in C(x). Hence, � remains a b-coloring of
T�xr with k colors, a contradiction. Thus D(A) contains no b-vertex. Then
Observation 2.7 (ii), implies that D(A) is an independent set. So Claim 1
holds.
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Claim 2. The children of x1 are b-vertices.

Proof: Suppose on the contrary that there exists a child of x1, say u, which
is not b-vertex. By Observation 2.7 (ii); u is adjacent to a some b-vertex z
of color, say r. Theorem 2.9 (i) implies that A(x) cannot contain a vertex
of color r. Hence, r 6= t. Since x is a b-vertex, Lx contains a vertex, say
xr, of color r. We let D(u) denote the set of descendants of u: It is clear
to see that c(u) 6= r; t. Since D(x1)nD[u] contains no b-vertex of color r
or t, by Observation 3.2, interchanging the colors t and r in G[D[x1]nD[u]]
produce a new b-coloring � of T with k colors such that xr is vertex with a
repeated color in C(x). Thus � remains a b-coloring of T �xr with k colors,
a contradiction. So Claim 2 holds.

If a and b are two vertices of V (T ); then d(a; b) denote the distance between
a and b in T .

Claim 3. jS \D(x1)j = jLxj :

Proof: Let xh 2 Lx a vertex of color h. Then D(x1) contains a b-vertex of
color h, otherwise, A(x) contains a b-vertex of color h and therefore xh would
become a vertex of repeated color in C(x), a contradiction. Let z 2 D(x1) a
b-vertex of color r. Then by Theorem 2.9 (i), A(x) cannot contain a vertex
of color r. Hence, r 6= t. Thus, Lx contains a vertex of color r. So Claim 3
holds.

Claim 4. For each b-vertex z 2 D(x1); d(x1; z) � 2.

Proof: Suppose there exists a b-vertex z 2 D(x1) such that d(x1; z) � 3:
By Theorem 2.9 (i), A(x) cannot contain a vertex of color c(z). Let v be
a child of x1. By Claim 2, v is a b-vertex. Since d(x1; v) = 1; v 6= z: So
c(v) 6= t; c(z):

Let C 0(v) = fu 2 C(v) : color of u appears in Lxg and C 00(v) =
C(v)nC 0(v): The vertices of C 0(v) cannot be all b-vertices, otherwise, Claim
3 implies that z is a child of v and therefore d(x1; z) = 2; a contradiction. So
C 0(v) contains at least one non b-vertex. We distinguish among two cases.

Case 1: C 0(v) contains at least one leaf, say v0.

We recolor x1 with c(v0) and v0 with t. We obtain a new b-coloring � of T
with k colors such that C(x) contains a leaf, say xr, colored c(xr); where
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c(xr) is repeated twice in C(x). So � remains a b-coloring of T � xr with k
colors, a contradiction.

Case 2: C 0(v) contains no leaf.

Let D(C 0) denote the set of descendants of C 0(v): Let T 0 denote the induced
subgraph of D(C 0)[C 0(v)[fvg: Since C 0(v) contains no leaf, any connected
component T 0i of T

0 � v contains exactly one b-vertex. Indeed, Observation
2.7 (ii) implies that any component contains at least one b-vertex. If T 0

contains more than jLxj b-vertices, then k � jLxj + 1 + jfxgj + jA(x)j =
jC(x)j + 1 = �(T ) + 1; a contradiction. So any connected component T 0i
of T 0 � v contains exactly one b-vertex. Therefore, Claim 3 implies that all
vertices of C 00(v) are leaves. On the other hand, Observation 2.7 (ii) implies
that for each b-vertex zi 2 T 0i , d(v; zi) = 2 or 3: In particlar, d(v; z) = 2
or 3: Moreover, all vertices of C(z) are leaves. Let v0 be a vertex of C(v)
such that z 2 D(v0). Then v0 is a non b-vertex that belongs to C 0(v). Since
c(v0) is a color that appears in Lx, then c(v0) 6= t; c(x): Let v00 the parent
of z. It is clear to see that dT (v0) = dT (v00) = 2: There are two subcases to
consider

Subcase 1: d(v; z) = 2:

In this case v00 = v0: So one can recolor x1 with c(v0) and v0 with t. We
obtain a new b-coloring � of T with k colors such that C(x) contains a leaf,
say xr, colored c(xr); where c(xr) is repeated twice in C(x).

Subcase 2: d(v; z) = 3:

Since all vertices of C(z) are leaves, there is a leaf, say v000 2 C(z); such that
c(v000) 6= c(v0) appears in Lx. If c(v00) = t; then recolor v00 with c(v000) and
v000 with c(v00). Now one can recolor x1 with c(v0) and v0 with t. We obtain
a new b-coloring � of T with k colors such that C(x) contains a leaf, say xr,
colored c(xr); where c(xr) is repeated twice in C(x).

In either subcase � remains a b-coloring of T � xr with k colors, a contra-
diction. So Claim 4 holds.

Claim 5. 8v 2 Snfxg; dT (v) = �(T )� 1:

Proof: If v 2 A(x), then by Claim 1, every vertex of N(v) is a leaf. Hence,
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by Observation 2.7 (iii), dT (v) = �(T )� 1: If v 2 D(x1) is a b-vertex such
that d(v; x1) = 2, then all children of v are leaves, otherwise D(x1) contains
a b-vertex which is at distance three of x1, which contradicts Claim 3. For
the same argument cited above dT (v) = �(T ) � 1: If d(v; x1) = 1 (i.e. v is
a child of x1), then by Theorem 2.9 (iii), dT (v) � �(T ): If dT (v) = �(T );
then v serves the same role as x with B(v) = fx1g: Therefore, A(v) con-
tains a b-vertex x0� 6= x� with the same color as x1. This contradicts the
uniqueness of S. Then dT (v) = �(T )� 1: So Claim 5 holds.

Using Lemmas 3.5 and Claims 1 � 5 we can deduce that T 2 T1: This
completes the proof of Theorem 3.6.

3.2 b-critical tree with b(G) = �(T ) + 1

Let k = �(T ) + 1: For the purpose of characterizing b-critical trees with
b(T ) = k we de�ne the family T2 of all trees T = Tk that can be obtained
from a sequence T1; T2; :::; Tk of trees, where T1 =2 T2 is a star of order k;
and, Ti+1 (not in T2); 1 � i � k� 2, can be obtained recursively from Ti by
one of the three operations listed below.

Operation O1 : Identify the center of a star of order k� 1 with one leaf
of a support vertex of degree k � 1 of Ti.

Operation O2 : Attach a star of order k� 1 of center x by joining x to
any vertex u of Ti such that 1 � dTi(u) � k � 3:

Operation O3 : Attach a star of order k by joining one of its leaves to
any vertex u of Ti such that 1 � dTi(u) � k � 3:

Let T �2 be a subfamily of T2 de�ned as follows: Let T1 = K1;k�1 and let
u1; u2; ::; uk�1 be the leaves of T1. Let T2; T3; ::; Tk be stars of order k � 1.
For j = 2; ::; l (3 � l � k�1); identify the center of Tj with one leaf uj of T1
(�rst operation). For j = l + 1; ::; k attach the star Tj by joining its center
to the leaf u1 of T1 (second operation).

It is easy to see that the resulting tree is pivoted. Also, �(T ) = k � 1,
m(T ) = k, and b(T ) = k � 1.

Observation 3.7 If T 2 T �2 ; then T is non b-critical tree.

Proof. If T 2 T �2 ; then T is pivoted. Therefore b(T ) = �(T ) < �(T ) + 1:
Thus T is not b-critical.

Also, it is easy to verify the following observation
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Observation 3.8 If T is a pivoted tree of T2; then T 2 T �2 :

Lemma 3.9 If T 2 T2nT �2 ; then T is b-critical with b(T ) = �(T ) + 1:

Proof. If T 2 T2nT �2 , then by Observation 3.8, T is a non pivoted tree. This
implies that b(T ) = m(T ) and �(T ) = m(T ) � 1: Thus b(T ) = �(T ) + 1:
By de�nition of T2nT �2 we have; m(T � w) � m(T ) � 1 for every vertex
w 2 V (T ): Then b(T � w) � �(T ): Thus T is b-critical.

Theorem 3.10 Let T = (V;E) be a tree with b(T ) = �(T ) + 1. Then T is
b-critical if and only if T 2 T2nT �2

Proof. Let k = �(T ) + 1: Lemma 3.9 implies the su¢ ciency. To prove the
necessity, let T be a b-critical tree with b(T ) = k: We �rst shall show that
T belongs to T2: Since b(T ) = k; Theorem 2.9 implies that T has exactly
k vertices of degree k � 1. Let S = fx1; x2; :::; xkg be a b-system of rooted
tree T at x1 such that d(x1; x2) � d(x1; x3) � :::d(x1; xk): Let T1 be the
subgraph of T induced by N [x1]: Then T1 is a star of center x1 and order
k. Also, it is easy to see that C[xi]; i � 2; is a star of center xi of order
k � 1. Let Si = fx1; x2; :::; xig; 2 � i � k; be a subset of S: For i � 2; let
Ti be the subgraph of T induced by (N(Si)nS) [ Si: Let xr 2 Si such that
d(xr; xi+1) = minfd(xi+1; y) : y 2 Sig: Since T is a tree, there exists only
one path connecting xr to xi+1: Let P be the path connecting xr to xi+1:
The choice of xr implies that any internal vertex of P is a non b-vertex. So
we claim that

The length of P is no more than 3

Suppose on the contrary that the length of P is more than 4. Let u 2
V (P ) such that u =2 N [fxi+1; xrg]: The choice of xr and xi+1 implies that u
has no neighbor in S: Thus b(T�u) � b(T ); a contradiction. So d(xi+1; xr) �
3:

Let Ti+1 be the subgraph of T induced by N(Si+1)nS) [ (Si+1). There
are three cases to consider.

Case 1: d(xi+1; xr) = 1: Then P = xi+1 � xr; that is, xr is adjacent to
xi+1. Since C[xi+1] is a star of order k � 1, it follows that Ti+1 is obtained
from Ti by the �rst operation.

Case 2: d(xi+1; xr) = 2: Then P = xr � a� xi+1 where a is a non b-vertex
belonging to V (Ti) or V (TnTi): Thus Ti+1 is obtained from Ti by the second
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operation.

Case 3: d(xi+1; xr) = 3: Then P = xr� a� b�xi+1 where a; b are two non
b-vertices such that a 2 V (Ti) and b 2 V (TnTi): Thus Ti+1 is obtained from
Ti by the third operation.

Then T = Tk is a tree obtained after k � 1 steps by one of the three
operations O1; O2 or O3; from a star of order k: So T 2 T2: On the other
hand, by Observation 3.7, T =2 T �2 . This achieves the proof.
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Résumé. Soit G = (V;E) un graphe simple. Un sous ensemble S de V est
dit dominant de G si tout sommet de V �S est adjacent à au moins un sommet
de S. Un ensemble D � V est un dominant faible (resp, dominant fort) si
chaque sommet v 2 V �D est adjacent à un sommet u 2 D, où deg(v) � deg(u)
(resp�deg(v) � deg(u)): Le cardinal minimum d�un ensemble dominant faible
(resp, ensemble dominant fort) de G est appelé le nombre de domination faible
(resp, le nombre de domination forte) noté w(G) (resp, s(G)) de G. Dans
cet article, on montre que si G est un graphe connexe d�ordre n � 3; alors
w(G) + ts(G) � n; où t = 3

�+1 pour tout graphe G, t =
3
5 si G est un graphe

bloc et t = 2
3 si G est un graphe sans gri¤es.

Mots-clés: domination faible, domination forte.

1 Introduction

Soit G = (V;E) un graphe simple. Le voisinage ouvert de v 2 V est N(v) =
fu 2 V j uv 2 Eg et le voisinage fermé de v est dé�ni par N [v] = N(v) [ fvg:
Pour un sous-ensemble S � V , le voisinage ouvert de S est N(S) = [v2SN(v),
le voisinage fermé de S est N [S] = N(S)[S et G[S] est le sous graphe induit par
S: Si v est un sommet de V; alors le degré de v; noté par deg(v); est le cardinal
de son voisinage ouvert. Une étoile subdivisée SSq est un arbre obtenu à partir
d�une étoile K1;q par la subdivision de chaque arête une seule fois. Une gri¤e
est le graphe biparti complet K1;3. Un graphe est sans gri¤es, s�il ne contient
pas de sous graphe K1;3. Un graphe bloc G est un graphe dont tous les blocs
de G sont des cliques. Il est bien connu que les graphes blocs sont des graphes
triangulés sans K4 � feg :

Dans [5], Sampathkumar et Pushpa Latha ont introduit le concept de la
domination faible et forte dans les graphes. Un ensembleD � V est un dominant
faible (wd-ensemble) si chaque sommet v 2 V � D est adjacent à un sommet
u 2 D, où deg(v) � deg(u): L�ensemble D est un dominant fort (sd-ensemble) si
chaque sommet v 2 V �D est adjacent à un sommet u 2 D, où deg(u) � deg(v):
Le cardinal minimum d�un ensemble dominant faible (resp, dominant fort) de
G est appelé le nombre de domination faible (resp, forte) noté w(G) (resp,
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s(G)) de G: Si D est un sd-ensemble de taille s(G); alors on dit que D est
un s(G)-ensemble: La domination forte et faible ont éte étudiées par exemple
dans [1, 2, 3, 4].
Dans leur papier introduisant la domination forte et faible dans les graphes,

Sampathkumar et Pushpa Latha ont montré qu�un graphe G d�ordre n satisfait
w(G)+ s(G) � n si G est un graphe d-équilibré (G admet un sd-ensemble D1
et un wd-ensemble D2 tel que D1\D2 = ;): Cependant qu�il existe des graphes
G pour lesquels w(G) + s(G) > n: Par exemple si G est une étoile subdivisée
SSq avec q � 3; alors w(SSq) = s(SSq) = q + 1 = n+1

2 :
Dans cet article, nous montrons le résultat suivant.

Theorem 1. Soient G un graphe connexe d�ordre n � 3 et de degré maximum
�. Alors w (G) + 3

�+1s (G) � n. Par ailleurs:

i) Si G est un graphe sans gri¤es, alors w (G) + 3
5s (G) � n, et

ii) Si G est un graphe bloc, alors w (G) + 2
3s (G) �

3n�1
3 .

2 Preuve du Theorème 1

Commençons par donner les deux lemmes suivants, utiles pour la suite.

Lemma 2. Si G est un graphe non trivial, alors il existe un s (G)-ensemble D
tel que pour tout sommet x 2 D ayant au moins un voisin dans V nD, il existe
un sommet y 2 V �D adjacent à x et deg (x) � deg (y).

Preuve. Parmi tous s (G)-ensemblesD, on choisit l�un qui satisfait
P

u2D deg (u)

est maximum. Il est clair que le résultat est valide si jV j = 2. Soit jV j � 3
et supposons que D contient un sommet x tel que N (x) \ (V �D) 6= ; et
deg (y) � deg (x) pour tout y 2 N (x)\ (V �D) . Alors fyg[D�fxg = D0 est

un s (G)-ensemble tel que
P

u2D0 deg (u) >
P

u2D deg (u), contradiction avec
le choix de D: 2

Lemma 3. Soit B un ensemble indépendant d�un graphe connexe G tel que
deg (x) � 3 pour tout x 2 B . Alors:

i) Si G est un graphe sans gri¤es, alors 3 jBj � 2 jN (B)j .

ii) Si G est un graphe bloc, alors 2 jBj+ 1 � jN (B)j .

Preuve. (i)- Soit E0 l�ensemble des arêtes entre B et N (B). Alors puisque
deg (x) � 3 pour tout x 2 B, 3 jBj � jE0j. Aussi puisque G est sans gri¤es et B
est indépendant, donc chaque sommet de G a au plus deux voisins dans B, ce
qui implique que jE0j � 2 jN (B)j. Par conséquent 3 jBj � jE0j � 2 jN (B)j.
(ii) Supposons maintenant que G est un graphe bloc et soit A = N (B).

Considérons le graphe G [(B;A)] induit par les sommets de B et A. Sans perte
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de généralité, on suppose que G [(B;A)] est connexe, sinon on peut répéter la
procédure décrite ci-dessous pour chaque composante connexe. Soient v1; v2; :::;
vt les sommets de B et A1; A2; :::; At les sous ensembles de A ordonnés comme
suit: A1 = N (v1) \ A et pour 2 � k � t; vk est le sommet de B adjacent à un

sommet de
k�1
[
j=1
Aj et Ak = N (vk) \

�
A�

k�1
[
j=1
Aj

�
. Puisque tout sommet de B

est de degré au moins trois, on a jA1j � 3. Aussi, puisque G [(B;A)] est un
graphe bloc connexe, alors chaque sommet vk; pour k � 2; possède exactement
un seul voisin dans

k�1
[
j=1
Aj sinon on aura un cycle de longueur � 4 ou bien

K4 � feg : Doù jAkj � 2 pour 2 � k � t. Par conséquent, jN (B)j = jAj =
jA1j+ jA2j+ :::+ jAtj � 3 + 2 (t� 1) = 2 jBj+ 1. 2
Avant de donner la preuve de notre résultat, on rappelle les valeurs exactes

de s (G) et w (G) pour les chaînes Pn et les cycles Cn:

Observation 4. 1) Pour tout cycle Cn, w(Cn) = s(Cn) =
�
n
3

�
:

2) pour toute chaîne Pn d�ordre n � 2 on a

s(Pn) =
�
n
3

�
et w(Pn) =

� �
n
3

�
si n � 1(mod 3)�

n
3

�
+ 1 sinon

Voici maintenant la preuve du Theorème 1

Preuve du Theorème 1. Il est clair que si n � 3; alors � � 2: Si � = 2; alors
G est ou bien un cycle Cn ou une chaîne Pn et par l�Observation 4, le resultat
est véri�é. Supposons maintenant que � � 3 et soit D un s(G)-ensemble sat-
isfaisant la proprieté du Lemme 2. Soient A = fx 2 D : N(x) \ (V �D) 6= ;g
et B = D � A: D�aprés le choix fait sur D; V � D faiblement domine A: Si
B = ;; alors A = D et d�où w(G) � jV �Dj = n� s(G): Donc le résultat est
aussi valide pour (i) et (ii) dans le cas où G est un graphe sans gri¤es ou bien
un graphe bloc, respectivement. On peut supposer maintenant que B 6= ;: Si
B contient deux sommets adjacents u et v; alors l�un de D � fug ou D � fvg
est un dominant fort de G; d�où la contradiction. Par conséquent, B est un
ensemble indépendant. Notons que chaque sommet de D est de degré au moins
deux sinon n = 2 ou bien G n�est pas connexe. Aussi puisque N(B) � A, alors
deg(u) � 3 pour tout u 2 B car autrement D � fug est un sd-ensemble de G;
et donc contradiction. Comme V �D faiblement domine A; alors (V �D) [B
faiblement domine G; et d�où

w(G) � j(V �D) [Bj = n� jDj+ jBj : (1)

Il nous reste à examiner la relation entre jBj et jDj dans le cas où G est
un graphe quelconque, graphe sans gri¤es et graphe bloc. Notons que jDj =
jBj + jAj � jBj + jN(B)j : Soit E(B;N(B)) l�ensemble des arêtes entre B et
N(B): Comme deg(u) � 3 pour tout u 2 B et N(B) � D; alors 3 jBj �
jE(B;N(B))j : Ainsi tout sommet y 2N(B) est de degré au plus��1 autrement
D�N(y)\B devient un sd-ensemble de G; d�où la contradiction. Il s�ensuit que
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chaque sommet de N(B) a au plus ��2 voisins dans B et d�où jE(B;N(B))j �
(�� 2) jN(B)j : Ce qui implique que 3 jBj � jE(B;N(B))j � (�� 2) jN(B)j et
donc jN(B)j � 3

��2 jBj : Comme jDj � jBj+jN(B)j ; on obtient jBj �
��2
�+1 jDj :

Par substitution dans (1), on obtient w(G) � n� 3
�+1 jDj ; d�où le résultat. Le

détail des calculs est omis.
En utilisant le Lemme 3, on peut améliorer ce résultat pour les graphes sans

gri¤es et les graphes blocs. Et nous trouverons (i) et (ii), respectivement. 2

Comme la classe des graphes blocs contient la classe des arbres. On énonce
le corollaire suivant comme conséquence du Theorème 1.

Corollary 5. Si T est un arbre d�ordre n � 3; alors w(T ) + 2
3s(T ) �

3n�1
3 :
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Résumé. Etant donné une suite d’ordres P = D0(P ), D(P ), D2(P ), . . .,
avec Di(P ) est l’ordre strict défini sur l’ensemble des antichâınes maxi-
males deDi−1(P ), oùDi(P ) = D(D(...D(P ))...) i fois. En 1994 T.Y.Kong
et P.Ribemboim (voir [3]) ont montré que la suite construite converge
vers un ordre total, et le nombre d’iterations au bout desquels on aura
un ordre total est majoré par deux fois le nombre d’éléments de la plus
longue châıne de P moins un.
Dans cet article nous donnons le nombre d’itèrations exacte pour un or-
dre d’intervalles, et nous améliorons la borne supérieure de convergence
dans le cas d’un ordre quelconque.

Mots-clé: Calcul d’invariant dans les ordres, Ensemble partiellement
ordonné, Châıne, Antichâıne

1 Introduction

Etant donné un ordre P . Sur l’ensemble des antichâınes maximales de P ,
on définit un nouvel ordre noté D(P ) comme suit: A, B deux antichâınes
maximales de P , A < B si et seulement si, ∀a ∈ A,∃b ∈ B tel que a < b.
De la même façon on définit D2(P ) sur l’ensemble des antichâınes max-
imales de D(P ), et ainsi de suite. A la fin, on aura construit une suite
d’ordres P,D(P ), D2(P ), . . ., où Di(P ) = D(D(...D(P ))...) i fois.

En 1994 T.Y.Kong et P.Ribemboim (voir [3]) ont montré que la suite
construite convérge vers un ordre total, c’est à dire, il existe un entier
naturel i tel que Di(P ) est un ordre total. Plus précisément, si on pose
cdev(P ) égal au plus petit entier naturel i pour lequel Di(P ) est un ordre
total, alors cdev(P ) ≤ 2d(P )− 1, où d(P ) est le nombre d’éléments de la
plus longue châıne de P .

Le problème demeure toujours dans la connaissance de la valeur exacte
de cdev(P ) ou l’amélioration de sa borne supérieure sans passer par le
calcul de la suite P,D(P ), D2(P ), . . ..
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En 2006, B.Sadi (voir [1]) a calculé la valeur de l’invariant pour quelques
classes particulières d’ordres, et il a introduit un nouveau paramètre qui
a permis l’amélioration de la borne supérieure de l’invariant dans le cas
d’un ordre quelconque.

Dans cet articl nous nous intéressons à une approche du paramètre cdev
dans le cas d’un ordre quelconque, et nous donnons le nombre d’iterations
exacte pour un ordre d’intervalles. Tout cela se fait en introduisant de
nouveaux paramètres caractérisant un ordre et influant sur le nombre
d’étapes au bout desquelles la suite d’ordres converge vers un ordre total.

2 Notations et résultats préliminaires

2.1 Ensemble ordonné

Un ensemble ordonné est un couple (X,≤p) où X est un ensemble non
vide et ≤p est une relation d’ordre définie sur X, (i.e réflexive, anti-
symétrique et transitive).

On note P = (X,≤p) ou P , l’ensemble ordonné ou ordre P . Deux
éléments x et y de X sont dits comparables si x ≤P y ou y ≤P x avec
l’intérprétation usuelle, sinon ils sont dits incomparables, ils sont alors
notés x‖y.

Un couple (x, y) ∈ X × X est une couverture et on écrit x <· y si
x <P y et il n’existe pas z tel que x <P z <P y. On dit aussi y couvre
x ( y est un succésseur immédiat de x) ou x couvert par y (x est un
prédécésseur immédiat de y).

Un couple (x, y) ∈ X ×X est un saut si x et y sont incomparables.
L’ensemble des éléments n’ayant aucun prédécèsseur (resp. succésseur)
sera noté Min(P ) (resp.Max(P ) ).

Une châıne de P est un sous-ensemble d’éléments de X deux à deux
comparables. Elle a pour longueur le nombre de ses éléments. On note
d(P ) la longueur de la plus grande châıne de P . La hauteur de P est la
quantité h(P ) = d(P )− 1.

Une antichâıne est un sous-ensemble d’éléments de X deux à deux in-
comparables. Une châıne (resp. antichâıne) de P est dite maximale si
elle n’est pas strictement incluse dans une autre châıne (resp. antichâıne).

Un ordre total (ou une châıne) est un ensemble d’éléments deux à deux
comparables. Q = (X,≤Q) est une extension de P = (X,≤P ) si x ≤P y
implique x ≤Q y. De plus, si Q est un ordre total, on dit que Q est une
extension linéaire de P .
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2.2 L’ordre D(P )

Soit P un ensemble partiellement ordonné. On note D(P ) l’ordre strict
défini sur les antichâınes maximales de P par: A,B deux antichâınes max-
imales de P , A < B si et seulement si ∀a ∈ A, ∃b ∈ B tel que a < b.
D’une manière générale, Di(P ) est l’ordre strict défini sur l’ensemble des
antichâınes maximales de Di−1(P ). Nous allons voir que D(P ) est un
ordre où deux antichâınes maximales ayant une intersection non vide ne
peuvent pas être comparables.

Remarque 1. Deux antichâınes maximales A, B de P sont incomparables
dans D(P ) si et seulement si A∩B 6= ∅ ou ∃a1, a2 ∈ A, ∃b1, b2 ∈ B tels
que: a1 < b1 et b2 < a2.

Exemple 1. 1. Cet exemple donne le diagramme de D(P ) obtenu à par-
tir de celui de P .

Fig. 1.

2. La figure ci-dessous montre comment se forme la suite P , D(P ),
D2(P ),... Di(P ), où Di(P ) est un ordre total, et qui est la limite de
cette suite d’ordres.

Fig. 2. D4(P ) est un ordre total, cdev(P ) = 4.
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2.3 L’inclinaison d’un ordre

Soit P = (X,≤P ) un ensemble ordonné. On pose Min(P ) = {x ∈
P/Pred(x) = ∅}, où Pred(x) est l’ensemble des prédécesseurs de x,
excepté x. Soit l’application rang, notée rg, définie sur P à valeurs dans
N par:

Pour x ∈ P , rg(x)=

{
0 si x ∈Min(P ),
max{rg(y)/y ∈ Pred(x)}+ 1 si non.

Définition 1. Pour 0 ≤ i ≤ k, Ni = {x ∈ P/rg(x) = i} est le (i +
1) − ièmeniveau de P . Ni est dit complet si, Ni est une antichâıne
maximale de P , c’est à dire, Ni ∈ D(P ). Sinon il est dit incomplet.

Remarque 2. Le niveau Ni est incomplet, s’il existe xj ∈ Nj avec j < i,
qui soit incomparable aux éléments de Ni.

Définition 2. On appelle cdev(P ) et on lit: ”châıne-déviation de P” le
plus petit entier naturel i pour lequel Di(P ) est une châıne.

Remarque 3. Dans la suite on suppose que les ordres considérés sont
finis.

Définition 3. Soit A une antichâıne maximale de P . On appelle incli-
naison de A, la quantité I(A) = maxx∈A,y∈A{|rg(y)− rg(x)|}.

Définition 4. Soient deux antichâınes maximales A,B de P telles que,
I(A) = |rg(a2) − rg(a1)| et I(B) = |rg(b2) − rg(b1)|. On dit que A
croise B, s’il existe i ∈ {0, 1, ..., d(P )} tel que, rg(a1) ≤ i ≤ rg(a2),
rg(b1) ≤ i ≤ rg(b2).

Remarque 4. A ne croise pas B s’il existe i tel que: ∀a ∈ A et ∀b ∈ B,
rg(a) ≤ i < b. Dans ce cas on a forcement A < B.

On pose A(P ) = {A ∈ D(P )/I(A) ≥ 2}. F (P ) est un sous ensemble de
A(P ) dont les éléments ne se croisent pas deux à deux.

L’inclinaison de F (P ) est la quantité: I(F (P )) =
∑

A∈F (P )
I(A).

Soit F0(P ) un sous ensemble deA(P ) vérifiant: I(F0(P )) = max I(F (P )).

Définition 5. On appelle inclinaison d’un ordre P la quantité

I(P)=

{
0 si ∀A∈ D(P ), I(A) = 0,
1 si A(P ) = ∅ et ∃A ∈ D(P ), I(A) = 1
I(F0(P )) siA(P ) 6= ∅

Définition 6. On note par In la classe d’ordres P telle que I(P ) = n.
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2.4 Quelques classes d’ordres

a) C2 + C2 est une somme disjointe de deux châınes à deux éléments.

Fig. 3. (a, b) et (x, y) constituent un C2 + C2. P contient un C2 + C2 défini par (a, b)
et (x, y). On dit aussi que P contient une subdivision isomorphe à C2 + C2.

b) Ordre faible.
Un ordre est dit faible si les seules antichâınes maximales de cet ordre
sont ses niveaux.

Fig. 4. Ordre faible
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d) Ordre de hauteur 1.
On appelle ordre de hauteur 1 tout ordre biparti.

Définition 7. A un niveau Ni on associe M t
i , t ≥ 1, un sous-ensemble

de D(P ) tel que M t
i = {A ∈ D(P )/I(A) = t, A∩Ni 6= ∅, etA∩Ni+t 6= ∅}.

Pour t = 1, on ecrit Mi = {A ∈ D(P )/I(A) = 1, A∩Ni 6= ∅, etA∩Ni+1 6=
∅}.

3 Calcul de l’invariant pour un ordre
d’inclinaison 1

3.1 Ordre d’inclinaison 1

Soit P = (X,≤p) un ordre dans I1. N0, N1, . . . , Nk sont ses niveaux.

Vi = {xi1 , xi2 , . . . , xin}, avec 0 < i1 < in < k, est une suite des éléments
de X vérifiant:

1. Pour j = i1, ..., in−1, rg(xij+1) = rg(xij ) + 1.
2. Pour j = i1, ..., in−1, (xij , xij+1) est un saut.
3. Il existe xi0 ∈ Ni1−1 et xin+1 ∈ Nin+1 tels que (xi0 , xi1) et (xin , xin+1)

sont des sauts.

xi1 (resp.xin) est l’éxtrémité initiale (resp. terminale) de Vi.
Vi est maximale si elle l’est pour 1), 2), 3).

A l’ordre P , on associe l’ensemble U0(P ) des éléments de X défini par
l’algorithme suivant:

i) Sur l’ensemble de toutes les suites vérifiant 1), 2), 3), et ayant leurs
extrémités initiales dans N1, soit V0 = {x1, x2, . . . , xs} avec xi ∈ Ni pour
i = 1, . . . , s tel que |V0| est maximum sur cet ensemble.

ii) Sur l’ensemble de toutes les suites vérifiant 1), 2), 3), et ayant leurs
extrémités initiales dans Ns+2, soit V1 = {xs+2, xs+3, . . . , xr} avec xj ∈
Nj pour j = s+ 2, . . . , r tel que |V1| est maximum.

On continue de la même manière jusqu’à ce qu’on parcourt tous les
niveaux de P . Ainsi on construit V0, V1, . . . , Vm. Après, on pose U(P ) =⋃i=m

i=0
Vi, et

Vm = {xm1 , xm2 , ..., xmt}. Ensuite:
1. On pose U0(P ) = U(P ), si:

– le dernier niveau de P est complet.
– Le dernier niveau de P est incomplet, xmt ∈ Nk−1 et ∀Ak−2 ∈
Mk−2, ∃Ak−1 ∈Mk−1 tel que, Ak−2 < Ak−1.

2. On pose U0(P ) = U(P ) ∪ {xk}, avec xk est un élément quelconque
dans Nk, si:

– Le dernier niveau de P n’est pas complet, rg(xmt) ≤ k − 2.
– Le dernier niveau de P n’est pas complet, rg(xmt) = k − 1 et

qu’il existe Ak−2 ∈Mk−2 incomparable aux éléments de Mk−1.
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Remarque 5. Dans i) de l’algorithme précédent, s’il n’existe aucune suite
vérifiant 1), 2) et 3) et ayant son extrémité initiale dans N1. On considère
l’ensemble des suites vérifiant 1), 2), 3), et ayant leurs extrémités initiales
dans N2. Ainsi de suite.

Exemple 2. .

Fig. 5.

V1(P ) = {e}, U(P ) = {e} et V1(Q) = {g}, U(Q) = {g}. D’après 2) de
la définition précedente, U0(P ) = {e, k},et U0(Q) = {g, j}.

Proposition 1. Soit P un ordre dans I1 ne contenant pas de sous-ordre
faible induit par l’union des niveaux consécutifs. N0, N1, ..., Nk sont ses
niveaux qui sont tous complets. Alors:

1. Il y a autant de niveaux dans D(P ) que dans P .

2. Pour tout, i = 0, 1, 2, . . . , k, rg(Ni) = i.

3. Pour tout A ∈Mi, rg(A) = i dans D(P ).

4. Pour i = 0, 1, ..., k, N1
i = {Ni} ∪Mi est un niveau de D(P ).

5. Au moins le dernier niveau de D(P ) n’est pas complet.

Preuve. 1. Pour i = 0, . . . , k, Ni est une antichâıne maximale, alors Ni

est un élément de D(P ). De plus, on a N0 < N1 < . . . < Nk, donc
C = {N0, N1, . . . , Nk} est une châıne dans D(P ). Ainsi d(D(P )) ≥
k+ 1 = d(P ). Et d’aprés [3], on a d(D(P )) ≤ d(P ), d’où d(D(P )) =
k + 1 = d(P ).

2. De la châıne C = {N0, N1, . . . , Nk} on déduit que pour i = 0, 1, 2, . . . , k,
rg(Ni) = i [3].

3. A0 ∈ M0, donc ∃x ∈ A0 ∩N0, donc rg(A0) ≤ rg(x) = 0 [3], c’est à
dire rg(A0) = 0. Pour i = 1, 2, . . . , k−1 Ai ∈Mi, donc ∃x ∈ Ni∩Ai,
donc rg(Ai) ≤ rg(x) = i (voir[3]). .... (1)
D’autre part Ai > Ni−1, donc rg(Ai) > rg(Ni−1) = i− 1. .... (2)
De (1) et (2), on a rg(Ai) = i, pour i = 1, 2, . . . , k − 1.
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4. Pour 0, 1, ...,k N1
i ⊇ {Ni} ∪M1

i . Evident.
Soit i ∈ {0, 1, ..., k} tel que A ∈ ({Ni} ∪M1

i )C , alors A 6= Ni et A
n’appartient pas à M1

i . Comme P est d’inclinaison 1, il existe i0 6= i
tel que A = Ni0 ou A ∈ M1

i0 , donc rg(A) = i0 6= i. Par conséquent
A ∈ (N1

i )C . D’où pour i = 0, 1, ..., k N1
i = {Ni} ∪M1

i .
5. N1

k = {Nk} est le dernier niveau de D(P ). P sans sous-ordre faible
induit par l’union des niveaux consécutifs, alors ∃Ak−1 ∈ Mk−1 tel
que Ak−1 est incomparable à Nk. Donc Ak−1 est incomparable aux
éléments de N1

k = {Nk}. Ce qui veut dire que N1
k n’est pas complet.

Proposition 2. [4] Soient P un ordre dans I1 et N0, N1, . . . , Nk ses
niveaux qui sont tous complets. Alors:
|U0(P )| = |U0(D(P ))| − 1.

Proposition 3. [4] Soit P un ordre dans I1. N0, N1, . . . , Nk sont les
niveaux de P qui sont tous complets, excepté Nk. Alors: |U0(P )| =
|U0(D(P ))|+ 1.

Définition 8. On dit qu’un ordre P dans I1 atteint la borne superieure
si cdev(P ) = 2d(P )− 1.

Proposition 4. [4] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
ordre P vérifie Cdev(P ) = 2d(P ) − 1, est que les trois conditions suiv-
antes soient vérifiées:
1. I(P ) = 1.
2. Mi 6= ∅, pour tout i.
3. U0(P ) = ∅.

Exemple 3. .

Fig. 6. cdev(P ) = 5 = 2d(P )− 1
.

3.2 Ordre d’intervalles dans I1

Au cours du calcul de Di(P ) pour un ordre quelconque, il existe un en-
tier naturel i0 ∈ {1, 2, ..., cdev(P )} tel que ∀i ≥ i0, D

i(P ) est un ordre
d’intervalles. Ainsi la connaissance de cdev(P ) pour cette classe d’ordres
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pourrait permettre d’accélerer le Calcul de cedev dans le cas d’un ordre
quelconque. Nous allons voir que dans un ordre d’intervalles d’inclinaison
quelconque, deux antichâınes maximales seront comparables si et seule-
ment si elles ont une intersection vide.

Définition 9. Un ordre est dit d’intervalles s’il ne contient pas une sub-
division isomorphe à C2 + C2.

Proposition 5. Soit P un ordre d’intervalles d’inclinaison quelconque.
Deux antichines maximales A, B de P sont incomparables dans D(P ) si
et seulement si A ∩B 6= ∅

Preuve. En effet, de la remarque 1, s’il a1, a2 ∈ A, et ∃b1, b2 ∈ B tels
que: a1 < b1 et b2 < a2, alors (a1, b1), (b2, a2) constituent un C2 + C2.

Proposition 6. [4] Soient P un ordre d’intervalles dans I1 et N0, N1, ..., Nk

ses niveaux. Alors:
Il existe un ordre d’intervalles Q ayant au moins les k premiers niveaux
complets, et vérifiant: d(Q) = d(P ), U0(Q) = U0(P ), et cdev(Q) =
cdev(P ).

Exemple 4. .

Fig. 7.

P et Q sont deux ordres d’intervalles dans I1. Le niveau N2 = {ghi}
n’est pas complet dans P . Q est obtenu à partir de P en rajoutant la
couverture (f, h). Ainsi on peut facilement vérifier que, d(Q) = d(P ) =
4, U0(Q) = U0(P ) = {e}. Les niveaux de Q sont complets, et cdev(Q) =
cdev(P ) = 6.

Théorème 1. [4] Soit P un ordre d’intervalles dans I1 ne contenant pas
un ordre faible défini par l’union des niveaux consécutifs comme sous-
ensemble de P , alors cdev(P ) = 2d(P )− |U0(P )| − 1.

Exemple 5. .
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Fig. 8.
U0(P ) = {g}, cdev(P ) = 2× 4− 1− 1 = 6.

U0(Q) = {g, n}, cdev(Q) = 2× 4− 1− 2 = 5.

4 Calcul de l’invariant pour ordres d’inclinaison
quelconque

Proposition 7. Si P est un ordre d’intervalles dans In, n ≥ 1, alors
D(P ) est un ordre d’intervalles dans I1.

Preuve. On raisonne par l’absurde.
On suppose que D(P ) n’appartient pas à I1. Soit D(P ) ∈ I2, donc il
existe A0, A1, A2, A3 dans D(P ) vérifiant A1 <• A2 <• A3, rg(A1) =
rg(A0) et A0 ∩ A3 6= ∅. A0, A1, A2, A3 sont des antichâınes maximales
de P .
Soient a1 ∈ A0 ∩A1, a3 ∈ A0 ∩A3, ainsi (a1, a3) est un saut dans P .
A1 <• A2 =⇒ ∃x ∈ A2 tel que a1 <•· x ... (1).
A2 <• A3 =⇒ ∃y ∈ A2 tel que y <• a3 ... (2).
De (1) et (2), il vient que (a1, x), (y, a3) sont des couvertures, et (a1, a3),
(x, y) sont des sauts, ainsi (a1, x), (y, a3) est un C2 + C2 dans P . C’est
absurde, car P est un ordre d’intervalles.

Proposition 8. Si P est un ordre d’intervalles dans In, n > 1, alors:
cdev(P ) = 2d(D(P ))− |U0(D(P ))|.

Preuve. On a, cdev(P ) = 1+cdev(D(P )) = 1+2d(D(P ))−|U0(D(P ))|−
1 = 2d(D(P ))− |U0(D(P ))|.

Lemme 1. Soient P un ordre quelconque ayant tous ses niveaux com-
plets, et F0(P ) = {A1, A2, ..., An}. Alors: d(D2(P )) ≤ d(P )−

∑n

i=1
I(Ai)+

n− 1 = d(P )− I(P ) + n− 1.

Preuve. Par définition, les éléments de F0(P ) ne se croisent pas deux à
deux. Ainsi dans D(P ), à tout Ai, i = 1, ..., n, correspondent I(Ai) − 1
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niveaux de D(P ) incomplets. Le dernier niveau de D(P ) est aussi incom-
plet (proposition 1), donc on a, au moins (

∑n

i=1
I(Ai)−n+1) niveaux in-

complets dans D(P ) qui vont tous être suprimés dans le passage à D2(P ),
ce qui veut dire que D2(P ) possède au plus d(P )− (

∑n

i=1
I(Ai)−n+ 1)

niveaux, c’est-á-dire, d(D2(P )) ≤ d(P ) −
∑n

i=1
I(Ai) + n − 1 = d(P ) −

I(P ) + n− 1.

Remarque 6. Dans le theorème ci-dessus, la démonstration se fait en se
mettant dans le cas le plus défavorable, c’est-á-dire, on imagine un ordre
auquel va correspondre le maximum possible d’itérations pour atteindre
l’ordre total.

Théorème 2. Pour tout ordre P , on a:
1) cdev(P ) ≤ 2d(P )− |U0(P )| − 1, si I(P ) = 1.
2) cdev(P ) ≤ 2d(P )− 2I(P ) + 2|F0(P )| − 1, si I(P ) ≥ 2.

Preuve. 1) I(P ) = 1.
Si |U0(P )| = 0, cdev(P ) ≤ 2d(P )− 1 (Voir [3]).
Supposons que, |U0(P )| 6= 0 et les niveaux de P sont tous complets.
DansD(P ), on a d(D(P )) = d(P ) (proposition 1). |U0(D(P ))| = |U0(P )|+
1 (proposition 2). Au moins le dernier niveau de D(P ) est incomplet (
proposition 1).
Supposons que le dernier niveau de D(P ) est l’unique niveau incomplet.
Dans D2(P ), on a d(D2(P )) = d(D(P )) − 1 = d(P ) − 1, car le dernier
niveau va disparaitre.
|U0(D2(P ))| = |U0D(P )| − 1 = |U0(P )| (proposition 3).
De plus D2(P ) est un ordre d’intervalles (voir[3]), donc cdev(D2(P )) =
2d(D2(P ))−|U0D2(P )|−1 = 2d(P )−|U0(P )|−3 (théorème 1). D’autre
part, cdev(P ) = 2 + cdev(D2(P )) = 2d(P )−|U0(P )|−1. Ainsi, la valeur
de cdev(P ) ne peut pas dépasser 2d(P ) − |U0(P )| − 1; par conséquent,
cdev(P ) ≤ 2d(P )− |U0(P )| − 1.

2) D’après le lemme précédent, d(D2(P )) ≤ d(P )− I(P ) + |F0(P )| − 1.
D’autre part, cdev(D2(P )) ≤ 2d(D2(P )) − 1 (Voir [3]), et cdev(P ) =
2+cdev(D2(P )) ≤ 2+2d(D2(P ))−1 ≤ 2+2d(P )−2I(P )+2|F0(P )|−2−1,
c’est-à-dire,
cdev(P ) ≤ 2d(P )− 2I(P ) + 2|F0(P )| − 1.
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Résumé. La plupart des méthodes exploitant les documents XML ont pour but 
de retrouver les unités d’information les plus pertinentes répondant à une 
requête utilisateur en se basant sur les liens structurels contenus dans ces 
documents. Les liens de références ont été largement utilisés dans la recherche 
d’information sur le web. Nous pensons que les liens de référence reliant les 
documents XML, à l’instar des liens hypertextes, possèdent également une 
richesse qui doit être prise en compte pour mesurer la pertinence d’un élément 
vis-à-vis d’une requête. Dans cet article, nous proposons de rajouter une autre 
dimension aux mesures prenant en compte les liens structurels pour évaluer  la 
pertinence d’un élément vis-à-vis d’une requête. Il s’agit de l’information 
apportée par les liens Xlink et Xpointer. Pour ce faire, nous présentons une 
adaptation, que nous appelons EléméntRank, de l’algorithme PageRank aux 
documents XML et nous montrons comment transformer les liens Xlink en 
plusieurs liens Xpointer afin d’adapter le principe de PageRank à une nouvelle 
unité d’information représentée par un élément. Nous retenons principalement 
de PageRank le principe qui considère qu’une page web référencée par 
plusieurs pages est une bonne page et nous l’adaptons à une granularité plus 
fine. 

Mots clés: recherche d’information, XML, Liens Xlink, liens Xpointer. 
Keywords: information retrieval, XML, links XLink, links XPointer 

1   Introduction 

L’information structurelle contenue dans les documents XML est exploitée par les 
systèmes de recherche d’information afin de traiter l’information avec une granularité 
plus fine que le document. La réponse fournie à l’utilisateur ne se résume plus à un 
document entier mais à des parties de document apportant une information pertinente 
à un besoin utilisateur. Ces modèles doivent mesurer la pertinence de ces unités 
d’information en fonction deux dimensions représentées par l’exhaustivité et la 
spécificité [1]. L’ exhaustivité mesure à quel point l’unité d’information traite du sujet 
de la requête utilisateur et la spécificité mesure à quel point l’unité d’information se 
focalise sur le besoin de l’utilisateur. Certaines approches calculent le score des 
nœuds en propageant les termes dans l’arbre du document [2], ou propagent le poids 
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des termes [3]. D’autres approchent déduisent le score des nœuds en fonction de celui 
des nœuds feuilles [4]. Alors que les techniques classiques de recherche d’information 
étaient basées sur l’analyse du contenu des documents, la naissance du web a poussé 
la communauté de la recherche d’information à réfléchir sur de nouveaux algorithmes 
prenant en compte le contenu des documents mais aussi la structure des liens 
hypertextes du web.  

Notre problématique concerne la prise en compte des liens de référence XLink et 
XPointer pouvant exister entre documents XML. Cette nouvelle dimension doit 
s’ajouter aux mesures d’exhaustivité et de spécificité citées ci-dessus pour évaluer la 
pertinence d’un élément vis-à-vis d’une requête. Nous considérons que ces liens 
thématiques possèdent une richesse qui doit être prise en compte comme source 
d’évidence pour mesurer la pertinence d’un élément. 

2   Etat de l’art 

Les modèles de recherche d’information adaptés au web prennent en compte la 
combinaison de la structure des documents et des liens hypertextes  afin de retrouver 
les documents qui correspondent le mieux au besoin utilisateur. Différents modèles 
ont été développés afin d’utiliser les liens dans le processus de recherche 
d’information. L’algorithme PageRank créé par Page et Brin [5] est basé sur la 
connectivité du graphe du web et permet de donner un rang à chaque page web 
indépendamment des requêtes utilisateurs. Le rang d’une page web peut être défini 
comme étant le nombre de pages web pointant vers elle. Il est fondé  sur l’hypothèse: 
“une page référencée par un grand nombre de pages est une bonne page”. D’autres 
approches (l’algorithme HITS et l’approche de propagation de pertinence)  affectent 
pour chaque requête utilisateur, un rang aux pages Web liées à la requête. Le principe 
de l’algorithme HITS  [6] est de construire un sous graphe du web et d’ordonner les 
pages web appartenant à ce sous graphe en leur affectant un rang. Contrairement à 
PageRank, ce sous graphe contient les pages web en relation avec la requête 
utilisateur. La propagation de la pertinence [7] se base sur le principe qu’un document 
référencé par un grand nombre de documents pertinents est un bon document. Ainsi, 
la valeur de pertinence d’une page est modifiée en fonction de la pertinence des pages 
auxquelles elle est liée.  

Peu de travaux ont été proposés pour l’exploitation des liens de référence reliant 
les documents XML. L’un des premiers travaux, appelé XRANK, est proposé par lin 
et al [8]. Les auteurs définissent une collection d’hyperliens des documents XML 
comme étant un graphe G = (N, CE, HE)  où  N= NE∪ NV avec NE représentant 
l’ensemble des éléments et NV l’ensemble de leur valeurs (attribut, nom de balises), 
CE  l’ensemble des liens structurels et HE l’ensemble des liens de référence, puis 
calculent le score d’un élément en fonctions des scores obtenus en prenant en compte 
les liens relatifs aux trois ensembles CE, HE et CE-1 (liens de l’ensemble CE pris dans 
le sens inverse). Benny et al [9] appliquent l’algorithme HITS sur les Top-N 
documents renvoyés pour filtrer les résultats renvoyés à l’utilisateur. La méthode que 
nous proposons est construite sur une adaptation de l’algorithme PageRank. 
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3   Notre approche 

Un document XML est représenté sous forme d’un arbre contenant un nœud racine, 
des  nœuds internes représentant les éléments ou les attributs et des nœuds feuilles 
contenant les valeurs des éléments ou des attributs. Nous faisons référence à un nœud 
par un identificateur : ni pour désigner le ième nœud et fi pour désigner le ième nœud 
feuille. Un Exemple d’arbre XML est donné par la figure 1. 

 

Fig. 1. exemple d’arbre XML. 

3.1 ElémentRank   

Les éléments appartenant aux documents XML peuvent être liés entre eux par 
plusieurs types de liens:  

− Des liens hiérarchiques permettant de représenter la structure interne d’un 
document XML. 

− Des liens de référence permettant à un élément de référencer un ou plusieurs 
éléments appartenant au même document ou à des documents différents. Ces 
liens sont matérialisés grâce à Xpointer. 

− Des liens de référence permettant à un élément de référencer des documents 
entiers grâce à Xlink. 

 
Nous pensons que prendre en compte les liens de référence liant des documents XML 
peut apporter une information supplémentaire dans le calcul de la pertinence d’un 
élément vis-à-vis d’une requête à l’instar des liens entre documents HTML dans le 
web. Nous citons en l’occurrence l’algorithme PageRank qui considère qu’une page 
web référencée par plusieurs pages est une bonne page. Par analogie à PageRank, on 
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dira qu’un nœud référencé par plusieurs autres nœuds est un nœud important. Nous 
représenterons ainsi chaque nœud d’un arbre XML par une valeur calculée sur la base 
des liens du graphe XML indépendamment des requêtes utilisateur. Cette valeur 
représente l’ElémentRank  d’un élément noté ER. Nous pouvons définir le graphe 
XML comme étant un graphe orienté dont les nœuds et les arcs sont représentés 
respectivement par tous les éléments des documents XML et les différents liens 
structurels et les liens de référence reliant les éléments entre eux.  La figure 2 
représente un  exemple de graphe XML. 

 

Fig. 2. Exemple de graphe XML 

3.1.1  ElémentRank initial des nœuds  
 

Si on considère que pour accéder à un élément, nous devons d’abord accéder au 
document qui le contient, l’ElémentRank initial de chaque nœud est calculé comme 
suit : 

)()()( dpdedpedER ×=  (1) 

 

Où  )( dedp  est la probabilité de sélectionner un élément quelconque ed  

appartenant au document d  et )(dp  est la probabilité de sélectionner un document 

quelconque d dans la collection. On suppose que les documents ont tous la même 
chance d’être sélectionné. La probabilité p(d) est donnée par l’équation 2.  

 

nbdoc
dP

1
)( =  

(2) 
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De même que pour les documents, on suppose que chaque élément ed a une même 
probabilité d’être sélectionné à l’intérieur du document où il apparaît. Cette 
probabilité est calculée par l’équation 3. 

)(

1
)(

dnbe
dedP =  

(3) 

ed représente un élément quelconque appartenant au document d et nbe(d) est le 
nombre d’éléments appartenant au document d.  

 
Ainsi l’ElémentRank initial de chaque nœud est donné par l’équation 4 

)(

1
)(

dnbenbdoc
edER

×
=  

(4) 

Pour illustrer le calcul initial de l’ElémentRank d’un nœud, nous considérons une 
collection composée de 4 documents. Nous avons alors P(d)=1/4  pour tous les 
documents XML de la collection. L’ElémentRank initial de quelques éléments 
représentés dans la figure 2 est calculé comme suit : 
 

083,0
3*4

1
)1(

062,0
4*4

1
)(

062,0
4*4

1
)(

05,0
5*4

1
)(

==

==

==

==

ecER

ebER

edER

eaER

 

3.1.2   Propagation de l’ElémentRank 
 

L’ensemble des nœuds appartenant aux différents documents XML de la collection 
forme un graphe orienté dont les arcs sont représentés par les différents liens reliant 
ces nœuds. L’ElémentRank d’un nœud permet de donner un rang à chaque élément du 
graphe indépendamment des requêtes utilisateur. A l’instar de PageRank, chaque 
élément distribue uniformément son ElémentRank à tous les éléments du graphe vers 
lesquels il pointe. Les liens XML sont, comme nous l’avons cité plus haut,  de types 
différents, par conséquent nous devons prendre en compte ce facteur dans les 
traitements. 
 
1ère étape : traitement du lien Xlink  
 
Un élément e qui fait référence à un document d par un lien XLink (lien thématique) 
suppose que l’auteur juge important le document entier et que tous ses  éléments 
apportent une information supplémentaire ou complémentaire pour cet élément e. 
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L’élément e partagera donc son ElémentRank uniformément entre tous les éléments 
appartenant au  document d. Etant donné qu’un lien Xlink relie un élément à un 
document, nous considérons alors que tout lien XLink reliant un élément e à un 
document d sera matérialisé par plusieurs liens de type XPointer entre l’élément e et 
tous les éléments appartenant au document d. Le lien XLink  ea → d2 de la figure 2  
est transformé comme suit : Le lien  ea → d2 sera remplacé comme le montre la 

figure 3  par les liens









→
→
→

2

1

ecea

ecea

ecea  

 

Fig. 3. Transformation des liens XLink 

 
2ème  étape : traitement des liens hiérarchiques et des liens Xpointer  

 
Un auteur, en inscrivant des liens d’un élément e vers d’autres éléments, donne une 
certaine crédibilité (son ElémentRank) à ces éléments. Ces éléments sont susceptibles 
d’apporter une information supplémentaire ou complémentaire à e. Pour le calcul de 
l’ ElémentRank de chaque nœud, nous devons définir quels types de liens prendre en 
compte.  

 
 
Cas 1 : Prise en compte des liens de référence Xlink  et Xpointer. 

 
Dans un premier temps nous ne considérons que les liens de référence. A partir d’un 
élément e, un utilisateur peut visiter des éléments  en suivant les liens de référence. 
L’élément e distribuera son ElémentRank ER(e) uniformément à tous les nœuds 
auxquels il fait référence par un lien XPointer ou XLink. En se basant sur la formule 
du calcul du PageRank définie par Brin [Brin et al, 1998], l’ElémentRank de chaque 
nœud sera calculé comme suit : 
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∑
→ +

+−=
∑ierje

k
d

k
nbedrjNe

rjeER
ddieER

)(
  *1)(  

(5) 

Où rje est un élément pointant vers l’élément ei par un lien XPointer, rjNe  

représentent  tous les éléments pointés par rje  en utilisant des liens de type XPointer,  

dk sont les documents pointés par rje  par des liens de type XLink, nbedk est le nombre 

d’éléments appartenant au document dk, d est un paramètre prenant ses valeurs dans 
l’intervalle [0,1] et permettant de faire converger l’algorithme de manière plus ou 
moins rapide. 

 
La première partie de l’équation 5 indique qu’à tout moment l’utilisateur peut 
interrompre sa progression dans la navigation en suivant les liens (deuxième partie de 
l’équation 5) et reprendre le processus à partir d’un élément quelconque appartenant à 
un document choisi de manière aléatoire. Le calcul de l’ElémentRank de chaque nœud 
s’effectue de manière itérative. 

 
Cas 2 : Prise en compte des liens hiérarchiques et des liens de référence dans le 
calcul de l’EléméntRank 

 
Une autre approche consiste à inclure les liens de type hiérarchique. Un utilisateur 
peut à partir d’un élément e visiter un nœud référencé par e en suivant un lien de 
référence soit visiter un de ses éléments enfants en suivant  le lien hiérarchique qui les 
relie. Ainsi nous ne distinguons pas entre les liens hiérarchiques et les liens de 
référence. L’élémentRank ER(e) sera  distribué uniformément à tous les liens sortants 
de e. Nous considérons ainsi que les liens ea→ec1,  ea→eb,   ea→ea2 de la figure 3 
ont la même importance. L’équation 5 devient : 

∑
→ +

+−=
∑ieje

k
d

k
nbedjNe

jeER
ddieER

)(
  *1)(  

(6) 

Les équations 5 et 6 sont identiques, la seule différence réside dans (
ij ee → ). 

je représente un élément pointant vers l’élément ei par un lien hiérarchique ou par un 

lien XPointer, 
jNe  représentent  tous les éléments pointés par 

je  par un lien 

hiérarchique où par un lien XPointer.   
En considérant le cas 2  dans lequel les liens structurels et les liens de référence sont 
pris en compte, le calcul de l’ElémentRank de quelques éléments de la figure 3  est 
comme suit : 
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Nea est représenté par (ea1,ea2,eb,eb1) 
Il ya un document pointé par ea : c’est le document D2 
nbedk est le nombre d’éléments appartenant à D2. Il est égal à 3  (ec,ec1,ec2) 
 
Le calcul de l’élémentRank de chaque élément se fait par itération jusqu’à 
convergence. Pour ce calcul nous avons utilisé l’équation 6. La valeur 0,1 attribuée au 
paramètre d permet une convergence au bout de la troisième itération. Pour ce calcul, 
on considère que la collection est composée de 4 documents. Chaque document XML 
a une probabilité P(d) =1/4 d’être sélectionné par un utilisateur. Nous donnons le 
calcul de l’élémentRank de l’élément eb à l’étape 1 et à l’étape 2 de 
l’itération :
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3.2   Pertinence d’un élément vis-à-vis d’une requête 

Un élément appartenant à un document XML est évalué selon deux dimensions. Une 
première dimension dépend de la requête utilisateur. Elle est calculée sur la base du 
contenu et de la structure des documents XML. La deuxième dimension, 
indépendante des requêtes, indique l’ElémentRank de cet élément basé sur la 
connectivité du graphe des documents XML. Le score final d’un élément e vis-à-vis 
d’une requête utilisateur est obtenu par la combinaison des valeurs apportées par ces 
deux dimensions comme le montre  l’équation 7. 

)( )1(),( ),( eERqescoreqeScorefinal αα −+=  (7) 

Où score(e,q) représente la pertinence d’un nœud e relativement à la requête q, 
calculée sur la base des liens structurels contenus dans un document XML. ] ]1,0∈α  

est un paramètre permettant de déterminer l’importance d’un élément en fonction des 
différents liens auxquels il participe. Sa valeur sera fixée par expérimentation. A 
l’issue de cette étape, le système retournera à l’utilisateur une liste contenant les 
éléments triés par ordre décroissant de leur score. 

53



4 Illustration du calcul de l’ ElémentRank pour l’évaluation du 
score d’un nœud. 

Nous considérons pour ce calcul les documents article1.xml(d1) et article2.xml(d2), 
extraits d’un document de cisco academie et la requête Q(paquet, routeur) contenant 
deux termes. Les arbres des documents article1.xml et  article2.xml sont donnés 
respectivement  par la figure 4 et la figure 5. 

 

Fig. 4. Arbre du document article1.XML 

 

Fig. 5. Arbre du document article2.XML. 
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Nous considérons maintenant le graphe XML représenté par tous les nœuds des 
documents article1.xml et article2.xml, par les liens hiérarchiques reliant les nœuds 
dans chaque document et  par les liens de référence suivants définis par XPointer :  

1
12

2
15

1
12

2
9

1
12

2
8

dd

dd

dd

nn

nn

nn

→

→

→
 

 
Calculons l’ElémentRank des nœuds du graphe XML. Nous considérons dans le 
premier cas uniquement les liens de référence et nous utiliserons l’équation 5 puis 
dans le deuxième cas nous prenons en compte les liens de référence et les liens 
hiérarchiques et nous appliquerons l’équation 6. 

 
Cas1 : Prise en compte des liens de référence dans le calcul de l’EléméntRank. 

 
Le tableau 1 donne deux listes, contenant chacune les nœuds triés par ordre 
décroissant des scores. Les deux listes sont basées sur le calcul Rsv (Q, noeud) en 
prenant en compte le contenu et les liens structurels. La deuxième liste intègre les 
liens de référence. 

Table 1. Comparaison des résultats obtenus avec et sans  prise en compte des liens de 
référence. 

Nœuds résultat triés par ordre décroissant des scores 
Sans l’ElémentRank Avec l’ElémentRank 

- 2
12
dn  

- 2
16
dn , 1

12
dn  

 - 1
17
dn ,   2

9
dn    

- 1
13
dn  

- 1
8
dn  

- 1
12
dn  

- 2
12
dn  

- 2
16
dn  

- 1
17
dn ,  2

9
dn   

- 1
13
dn  

- 1
8
dn  

 

Nous constatons que l’ordre des nœuds a changé. Le score initial du nœud 1
12
dn , basé 

sur le contenu et les liens structurels est  inférieur à celui du nœud 2
12
dn .  Les 

références au nœud 1
12
dn  définies plus haut ont permis d’augmenter son score et lui 

attribuent ainsi un meilleur classement dans la liste résultat retournée à l’utilisateur. 
Les liens de références Xlink et Xpointer véhiculent une information traduisant le lien 
thématique reliant les éléments entre eux. Par analogie au principe du PageRank, un 
élément pointé par plusieurs éléments est un élément important. De ce fait, il voit son 
ElémentRank  augmenter. Nous utilisons cet  ElémentRank  comme critère permettant 
de calculer l’importance d’un nœud relativement à une requête. La pertinence d’un 
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élément ne dépend plus uniquement de la répartition des termes de la requête dans les 
différents éléments d’un arbre XML et des liens hiérarchiques définissant sa structure 
mais, désormais, elle dépend également de son ElémentRank. La liste résultat, 
représentée dans le tableau 1, obtenue sur la base de ces deux critères est donc 
meilleure et répond mieux au besoin des utilisateurs.    

 
Cas2 : Prise en compte des liens hiérarchiques et des liens de référence dans le 
calcul de l’ElementRank 

 
Le tableau 2 donne deux listes, contenant chacune les nœuds triés par ordre 
décroissant des scores. Les deux listes sont basées sur le calcul Rsv (Q, noeud) basé 
sur le contenu et les liens structurels. La deuxième liste tient en compte également des 
liens de référence et des liens hiérarchiques dans le calcul de l’EléméntRank. 

Table 2. Comparaison des résultats obtenus avec et sans  prise en compte des liens de référence 
et des liens hiérarchiques. 

Nœuds résultat triés par ordre décroissant des scores 
Sans l’ElémentRank Avec l’ElémentRank 

- 2
12
dn  

- 2
16
dn ,  1

12
dn  

- 1
17
dn ,   2

9
dn    

- 1
13
dn  

- 1
8
dn  

- 1
12
dn  

- 2
12
dn  

- 2
16
dn  

- 2
9
dn    

- 1
13
dn  

- 1
17
dn  

- 1
8
dn  

 
Nous constatons que lors de la prise en compte des liens hiérarchiques dans le calcul 
de l’ElémentRank, les nœuds enfants voient leur  ElémentRank  diminuer par rapport 
à celui de leur nœud parent et celui leur nœud ancêtre si le nombre de leur frère est 
grand. C’est le cas du nœud 1

17
dn . ER( 1

17
dn ) est inférieur à ER( 1

13
dn ) et il est inférieur à 

ER( 1
5
dn ). Le nœud 1

13
dn  obtient ainsi un meilleur classement que le nœud 1

17
dn  dans la 

liste résultat retournée à l’utilisateur comme le montre le tableau 2. Ce qui représente 
une perte au niveau de la spécificité des nœuds vis-à-vis d’une requête. Nous 
remarquons également que les nœuds 1

17
dn  et 2

9
dn  initialement avaient le même score 

mais avec la prise en compte des liens hiérarchiques le score du nœud  2
9
dn  est plus 

important que ce lui du nœud 1
17
dn . Leur ElémentRank est différent car ces nœuds 

n’ont pas le même nombre de frères (117
dn  possède 3 frères  et  2

9
dn possède 2 frères). 

La valeur de l’ElémentRank d’un nœud calculée en prenant en compte les liens 
structurels dépend du nombre de frères qu’il possède et de sa position dans la 
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structure hiérarchique du document XML. Il semble donc que la prise en compte des 
liens hiérarchiques dans le calcul de l’ElémentRank pourrait biaiser sa valeur. 

5.   Conclusion 

La structure des documents XML ne se limite plus à une structure hiérarchique. La 
pertinence d’un élément ne dépend plus uniquement de la répartition des termes de la 
requête dans les différents nœuds d’un arbre XML et de ses liens structurels. Les liens 
de référence Xlink et Xpointer véhiculent une information permettant de définir d’une 
autre manière le calcul de la pertinence d’un élément.  Dans cet article, nous avons 
intégré les liens de référence comme un autre critère permettant la recherche des 
éléments les plus exhaustifs et les plus spécifiques. Ce critère tient compte de la 
connectivité du graphe XML pour calculer l’ElementRank de tout élément du graphe. 
L’ ElementRank modifie l’importance d’un élément. La combinaison des valeurs 
apportées par les liens structurels et les liens de référence est calculée par le système 
afin de retourner à l’utilisateur les éléments les plus pertinents relativement à son 
besoin.  
Il serait intéressant de mesurer l’ElémentRank d’un élément en considérant   
uniquement les nœuds  importants le référençant. Ce calcul pourrait également se 
faire en utilisant les liens entrants et les liens sortants d’un élément. Une 
implémentation et des tests sur une collection de documents permettraient de mesurer 
l’apport de l’ElementRank sur la sélection d’éléments pertinents vis-à-vis des 
méthodes classiques et des méthodes intégrant les liens XML.  
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Résumé. L’exploitation des liens dans la recherche d’information 

structurée(RIS) est importante pour deux raisons : en premier elle permet 

d’améliorer l’ordonnancement ou le ranking des éléments pertinents déjà 

retrouvés en second elle permet de retrouver des éléments inaccessibles par les 

méthodes classiques de recherche. Dans ce papier,  nous proposons d’exploiter 

le contenu informationnel du lien, ainsi que le contenu de la balise titre des 

documents en attribuant un score à chacune de ses représentations et montrer 

ainsi que la prise en compte de ces deux paramètres est importante pour 

retrouver les éléments pertinents.  

Mots clés : Recherche d’information structurée(RIS), XML, lien, balise titre  

KeyWords: Structured information retrieval, XML, Link, title tag  

1   Introduction 

La recherche d’informations sur le web est basée sur les liens hypertextes. Ces 

derniers permettent de lier les pages web entre elles, ce qui octroie  aux utilisateurs la 

possibilité de cliquer sur ces liens pour naviguer d’une page à une autre.  

Un lien d’une page p vers une page p’ peut être perçu comme une approbation de p 

pour le contenu de p’. En se basant sur cette idée, plusieurs travaux ont été réalisés 

notamment dans la RI sur le web, pour montrer que l’exploitation des liens permet 

non seulement d’améliorer le score  des pages web restituées par les moteurs de 

recherche mais aussi  de retrouver des pages pertinentes inaccessibles par la recherche 

classique.  

Les deux algorithmes les plus connus sont PageRank[1]  proposé  par  Brin  &  

Page  et HITS[2] de Jon kleinberg. La popularité de ces deux algorithmes et le succès 

phénoménal du moteur de recherche Google, qui utilise PageRank, ont engendré un 

grand nombre d’algorithmes de recherche qui exploitent l’analyse des liens comme 

Tophits[3], trafficrank[4], Trustrank[5] et Pathrank[6]. 

Comme pour la RI sur le web, la communauté (RIS) ou RI dans les documents XML 

s’intéresse à l’exploitation des liens dans ses dits documents. Dans la RIS, le granule 
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d’information restitué suite à une requête donnée étant un élément de document et la 

pertinence dans le cadre de la RIS est évaluée selon deux grandeurs : l’exhaustivité et 

la spécificité. La spécificité mesure si tout le contenu du granule d’information 

concerne la requête. L’exhaustivité mesure si toutes les informations requises dans la 

requête sont présentes dans le granule d’information. 

La problématique qui en découle est posée  selon deux aspects :  

-  Peut on adapter les algorithmes de la RI sur le web à la RIS ? 

- Quels sont les paramètres à prendre en compte pour exploiter efficacement 

les liens ? 

Pour tenter de résoudre cette problématique, nous proposons d’une part d’adapter 

l’idée de Savoy[11] à la RIS et particulièrement  d’autre part d’exploiter l’information 

textuelle portée par le lien ainsi que l’information portée par la balise titre du 

document XML.  

L’objectif essentiel de ce papier est de montrer que la prise en compte conjointe 

des informations des paramètres titre et lien est primordial pour l’ordonnancement des 

résultats restitués en réponse à une requête donnée. 

Pour bien illustrer notre travail, cet article est structuré comme suit : en section 2, 

nous présentons un bref aperçu sur les travaux relatifs à l’exploitation des liens dans 

les documents XML, nous détaillons en section 3 notre approche, s’en suivra un 

exemple illustratif en section 4, et nous clôturons par une conclusion et des 

perspectives à entreprendre pour enrichir ce travail. 

2   Etat de l’art  

Peu de travaux ont été proposés pour l’exploitation des liens en RIS, les quelques 

travaux qui s’y sont reportés s’inspirent globalement des algorithmes Hits et 

PageRank. XRank proposé par [7] inspiré de PageRank et adapté à une granularité 

plus fine que le document à savoir l’élément, est l’un des premiers travaux permettant 

l’exploitation des liens pour le réordonnancement des résultats dans les documents 

XML. Sa méthode consiste à calculer le  score d’un  élément  en  fonction de  trois  

scores relatifs  aux  ensembles  CE, HE,  CE
-1

 (CE :  liens  hiérarchiques  entre  

nœuds, HE : liens Xlink entre nœuds et CE
-1

: le même ensemble CE sauf que le sens 

des liens est inversé). Les auteurs dans [8, 9] exploitent les liens pour le reranking des 

résultats en estimant deux paramètres « local indegree » qui représente le nombre de 

liens de la collection entrants à un article et « global indegree » qui représente le 

nombre de liens entrants à un article à partir des documents renvoyés comme résultats 

à une requête donnée. Les auteurs dans [10] utilisent le modèle de langage et 

l’algorithme Hits en appliquant deux méthodes d’évaluation pour le filtrage des 

documents et le classement des éléments. La première méthode est une interpolation 

linéaire des modèles de langage, à savoir, le corpus, le document et l’élément. La 

deuxième méthode est basée sur l’application de l’algorithme Hits en combinaison 

avec l’approche du modèle de langage. 

La méthode que nous proposons est basée sur l’activation propagée proposée par 

Savoy [11]. Savoy propose de transmettre une fraction de score de chacune des pages 

extraites du Web vers ses voisines (les pages liées directement). Un modèle de 
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recherche est utilisé pour obtenir une liste triée de pages Web, et en se basant sur cette 

liste, les scores des documents seront propagés selon les hyperliens sans tenir compte 

de leur orientation (entrants ou sortants).  

3   Approche proposée   

Deux types de liens sont à considérer dans les documents XML, les liens intra 

documentaires et les liens extra documentaires. Les liens intra documentaires sont 

représentés par XPOINTER[12], et les liens extra documentaires sont référencés par 

XLINK[13] voir exemple de documents avec Xlink et Xpointer ci dessous. On se 

propose d’étudier dans ce papier les liens XLINK.  

Exemple 1. Document XML avec XLINK 

<?xml version="1.0" encoding="utf-8" ?>  

<article> 

 <titre id="2305">Physique nucléaire</titre>  

 <body>: le  

  <collectionlink  xmlns:xlink="http://www.w3.org/1999/xlink" xlink:type="simple" 

xlink:href="6147.xml">noyau atomique</collectionlink>  

<section> 

  <titre>Cohésion du noyau</titre>  

<p> 

  A l'intérieur du noyau, les  

  <collectionlink xmlns:xlink="http://www.w3.org/1999/xlink"  xlink:type="simple" 

xlink:href="6718.xml">nucléon</collectionlink> s sont soumis à: l'  

  <collectionlink  xmlns:xlink="http://www.w3.org/1999/xlink" xlink:type="simple" 

xlink:href="41704.xml">interaction forte</collectionlink>  

  <collectionlink  xmlns:xlink="http://www.w3.org/1999/xlink" xlink:type="simple" 

xlink:href="14449.xml">Loi de Coulomb</collectionlink>  

… 

</p> 

… 

</section>… 

… 

</body> 

… 

</article> 

Exemple 2. Document XML avec XPOINTER 

<?xml version="1.0" encoding="utf-8" ?> <article> 

 <titre id="2305">Physique nucléaire</titre>  

 <body>: le  

  <collectionlink  xmlns:xlink="http://www.w3.org/1999/xlink" xlink:type="simple" 

xlink:href="6147.xml">noyau atomique</collectionlink>  

<section> 

  <titre>Cohésion du noyau</titre>  

<p> 
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  A l'intérieur du noyau, les  

  <collectionlink xmlns:xlink="http://www.w3.org/1999/xlink"  xlink:type="simple" 

xlink:href="6718.xml#xpointer(id(’intéraction magnétique’))” 

… 

  </p>  

… 

</section> 

… 

</body> 

… 

</article> 

 

 

L’exploitation des liens dans notre approche est réalisée lors de la phase de 

recherche. Rappelons qu’en RIS, le granule d’information considéré n’est plus le 

document entier mais une partie de celui-ci, en l’occurrence l’élément. 

Soit C un corpus de documents XML. Un document d dans C est un ensemble 

d’éléments e. Un élément e est un sous arbre XML représenté par un ensemble de 

termes ti pondérés par un poids pi obtenus par la propagation de termes bien distribués 

dans les éléments enfants de e et respectant la contrainte suivante: le poids moyen de 

ti dans ses éléments enfants doit être compris entre le poids moyen et le poids 

maximal de tous les termes de ses éléments enfants, pour plus de détails voir 

l’article[14].  

Nous présentons dans ce qui suit notre approche pour la prise en compte des liens 

dans l’interrogation des documents XML. 

Soit q une requête utilisateur représentée par un ensemble de termes éventuellement 

pondérés q = {(t1,pq1), …… ,(tn,pqn)} avec tk  un terme de la requête et pqk le poids de tk 

dans la requête q et n le nombre de termes dans la requête.   

La recherche d’éléments réponses se fait en deux phases : la première phase 

consiste à retrouver les éléments réponses à la requête q donnée sans prise en compte 

des liens en interrogeant le corpus C, la seconde phase consiste à exploiter les liens 

pour réordonnancer les éléments trouvés et pour retrouver des éléments non trouvés 

initialement.   

Nous allons mettre l’accent sur cette deuxième phase et montrer ainsi que la prise 

en compte de l’information portée aussi bien par le lien que par le titre est importante 

pour une restitution correcte des résultats.   

Suite à l’interrogation du corpus C à travers une requête q, un ensemble E  

d’éléments réponses est retourné dans lequel chaque élément e est représenté par un 

score de pertinence appelé Scoreelt[14]. Les éléments réponses de l’ensemble E sont 

obtenus sans prise en compte des liens. 

Nous allons à présent exploiter les liens portés par chaque élément. 

Un élément e peut référencer plusieurs documents de C à travers des liens, ces liens 

peuvent se rapporter à la requête comme ils peuvent ne pas s’y rapporter, il serait 

judicieux de pouvoir différencier entre ces deux types de liens.  

A cet effet, nous proposons d’exploiter le contenu informationnel du lien et le contenu 

de la balise titre du document cible, l’intuition que nous avons suivie est « si des 

termes de la requête sont présents dans le lien, le document référencé se rapporte 

forcément à la requête, et si de plus les termes de la requête se retrouve dans son titre 
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alors ce document ne peut être que pertinent pour la requête et de ce fait ces éléments 

le sont aussi ».   

Nous définissons à cet effet deux  scores,  scoreLink qui mesure le contenu 

informationnel du lien et scoretitre qui mesure l’information portée par la balise titre 

du document référencé,   
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link
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score .      (1) 

 

avec  tfq : fréquence du terme de la requête figurant dans le lien 

tflink : fréquence du terme dans le lien 

n : nombre de termes de la requête figurant dans le lien 

m : nombre de termes total du lien et n <= m 
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avec  tfq : fréquence du terme de la requête figurant dans le titre 

tftitre : fréquence du terme dans le titre du document référencé 

n : nombre de termes de la requête figurant dans le titre 

m : nombre de termes total du titre et n <= m 

 

Les liens exploités dans notre cas sont les liens entrants vers un document, l’intuition 

qui nous a guidée est: le concepteur d’un document se rapportant à un sujet donné ne 

fait référence à un autre document que s’il le considère comme pertinent sur ce même 

sujet.  

Chaque document cible aura pour score : 

 

 
 



k

1i

k

1i

refilinkititredoc ScoreScoreScoreScore .   (3) 

 
Avec scoreref étant le score de la source qui a  référencé le document, c’est le score de 

l’élément si c’est la première référence c’est le score du document par la suite. 

k : le nombre de liens entrants vers le document. 

Les paramètres ,  et  indiquent l’importance accordée à chaque score et prennent 

leurs valeurs dans l’intervalle [0,1]. Les valeurs finales de ses paramètres vont être 

fixées par expérimentation. 
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Le résultat obtenu à l’issue de cette étape est un ensemble D de documents 

ordonnés par ordre décroissant des scores. 

Comme rappelé précédemment, l’unité d’information à restituer dans la RIS étant 

l’élément il est impératif d’identifier à partir de D les éléments pertinents, comme 

chaque document du corpus est représenté par un ensemble d’éléments, 

l’identification des éléments devient aisée. Néanmoins, le score sera calculé comme 

suit : 

 

Score elt = Scoreeltinitial + Scoredoc      (4) 

 

Le scoreeltinitial est le score initial de l’élément calculé dans la première phase de 

recherche.  

 

Algorithme de recherche 

Données : C = {d / d= ensemble d’élément e}, e={(t1,p1), …… ,(tn,pn)/ n :nombre de   

terme représentants l’élément e},  q = {(t1,pq1), …… ,(tn,pqm)}/ m : nombre de termes 

de la requête} 

Résultats : Ensemble E d’éléments réponses 

1. Pour chaque e  d’un document d du corpus C  

1.1 calculer le scoreelt  de e avec la requête q 

1.2 sauvegarder dans  E par ordre décroissant du scoreelt 

2. Pour chaque e de l’ensemble E 

2.1 retrouver tous les liens sortants vers les documents de C 

2.2  pour chaque document cible jusqu’à 5 itérations 

 2.2.1 calculer  scoretitre  avec la formule (1) 

 2.2.2 calculer scorelink de tous les liens entrants vers ce dernier avec la  

        formule (2) 

 2.2.3 calculer scoredoc avec la formule (3) 

 2.2.4 Sauvegarder chaque document dans D par ordre décroissant  

         des scores. 

3. Pour chaque document d de D 

3.1 identifier les éléments e 

3.2 pour chaque élément e 

 3.2.1 calculer scoreelt  avec la formule (4) 

 3.2.2 sauvegarder dans E par ordre décroissant des scores. 

4   Exemple illustratif  

Pour des simplifications de calcul, nous avons considérés que la balise titre et le link 

contiennent chacun au maximum trois termes de fréquence 1 chacun. 

Soit  q  une requête contenant trois termes pondérés à 1 chacun, q ={t1,1), (t2 ,1), 

(t3,1)} et soit E l’ensemble d’éléments réponses à q,  E = {e1,e2, eA, e3,….,ez / scoreeA= 
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7} et soit à considérer les liens référencés par l’élément eA  qui est un élément du 

document H.
 

Le titre =  signifie que le titre ne contient aucun terme de la requête.  

  

Figure 1.  Graphe représentant les liens entrants et sortants de documents XML liés. 

Tableau 2. Résultats des scores des documents après exploitation des liens. 

Documents 
Score 

 = 0,6 ,  = 0,8 et  = 0,1 

Score avec 

 = 0,  = 0 et  = 0,1 

eA 7 7 

B 0,7 0,7 

C 0,07 0,07 

D 1,16 0,7 

E 2,75 0,77 

F 0,86 0,15 

G 0,82 0,08 

H 2,17 0,10 

Score final de eA 7+2,17=9,17 7+0,10=7,10 

L’ensemble D obtenu pour les valeurs de  = 0,6,  = 0,8 et  = 0,1 est : D={E, 

H, D, F, G, B, C}. Ces résultats semblent cohérents, car on constate que l’intuition qui 

nous a guidée est confirmée,  à savoir qu’un document référencé par un document 

pertinent, est aussi pertinent puisque ce dernier lui propage son score. Nous 

constatons aussi que le l’information porté par le lien et le titre est très importante 

lorsqu’on constate que les documents B et C sont mal classés car n’ayant aucune 

information concernant les termes de la requête aussi bien dans  le link que dans le 

titre, les documents E et H se voient placés en tête de liste car leurs titre et leur lien 

sont porteurs d’informations pertinentes. 
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Suite à l’évaluation avec plusieurs valeurs de , dont un exemple a été présenté ici 

pour les valeurs  de  = 0,  = 0 et  = 0,1 et qui a comme résultat l’ensemble D= {E, 

D, B, F, H, G, C}, nous déduisons que la non prise en compte des paramètres titre et 

link, donne des résultats erronés lors de l’ordonnancement des documents et ce 

quelques soit la valeur donnée au paramètre . Nous constatons d’ailleurs 

l’incohérence des résultats dans l’ensemble D lorsqu’on voit que le document B dont 

le titre et le link n’ayant aucun terme de la requête classé avant le document H dont le 

titre et les liens entrants sont porteurs d’informations pertinentes. 

5   Conclusion  

Dans cet article nous avons présenté notre contribution au problème de l’exploitation 

des liens dans les documents XML en proposant une propagation d’une fraction de 

score de chacun des éléments extraits du corpus vers ses voisins. Un modèle de 

recherche est utilisé pour obtenir une liste triée d’éléments, et en se basant sur cette 

liste, les scores des documents sont propagés selon les liens Xlink entrants vers les 

documents. En plus du score propagé, nous avons aussi évalué l’information portée 

par le link et celle portée par la balise titre des documents référencés en leur attribuant 

un score. Au final, le score de chaque document est calculé en fonction du score 

propagé, du score link et du score titre. L’exemple illustratif que nous avons présenté 

montre que l’approche répond correctement à l’objectif assigné et que la prise en 

compte conjointe des informations portées par le lien et le titre sont importantes pour 

avoir un bon ordonnancement des résultats.  Les perspectives à envisager pour 

enrichir ce travail consistent en la mise en œuvre de cette approche et son 

expérimentation dans le cadre de la compagne d’évaluation d’INEX. 
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Abstract. We investigate the problem of evaluating the semantic proximity between 
queries involving fuzzy predicates. We use a particular distance, called the Hausdorff 
distance, to define this proximity. We show the usefulness of our approach for dealing 
with failing queries, i.e., queries that produce empty answers. The solution proposed 
leverages the proximity measure defined and a past query workload. 
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1 Introduction 
 
     Semantic distance has been used in the field of database since a long time 
Ichikawa [17] and Motro [3]. In these works, the notion of distance is used to 
determine the similarity between data values where each database domain is provided 
with a definition of distance between its values. In [10], a model of semantic distance 
is proposed in which a graph-based approach is used to quantify the distance between 
two data values organised as a direct graph. See also the work done in [12] for a 
distance-based approach to repairing inconsistent databases. 

On the other hand, similarity between queries has also attracted the attention of 
many researchers [15][13][1]. For instance in [1], a similarity measure between the 
initial user query and some predefined successful queries is developed in the context 
of mediator system. That measure relies on a hierarchy of concepts, the more 
characteristics two concepts share, the closer they are. The aim of this work is to help 
a user to reformulate his/her query when it fails. Following the same objective, a 
recent approach to measure the similarity between fuzzy queries has been proposed in 
[16]. This work assumes that for each domain of values of an attribute (involved in 
the target database) a resemblance relation is available. Unfortunately, in practice, this 
strong assumption is not always fulfilled.  
Starting from the assumption that proximity measures between fuzzy sets are 
generally derived from a distance function underlying the universe, we may use a 
particular distance to estimate the extent to which two (atomic or compound) queries 
are close or not, semantically speaking. That distance is the so-called Hausdorff 
distance. The Hausdorff distance is one popular way to extend the distance measure to 
subsets of a metric space. As pointed out in [5][4][9], the Hausdorff distance can be 
seen as a measure of how much two non-empty compact (closed and bounded) sets A 
and B in a metric space resemble each other with respect to their positions. Let us 
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note that this kind of distance has been generalized to fuzzy sets [5][7]. Two options 
are possible: one may look for a scalar or a fuzzy evaluation. Here, we only focus on 
the scalar evaluation. We show how to exploit this distance measure for estimating 
the proximity between two flexible queries.  

To illustrate the practical interest of our proposal, we consider the problem of 
failing flexible queries, i.e., queries that return an empty set of answers, and we show 
how such queries can be approximately answered. The idea is to leverage a query 
workload (i.e., a collection of queries that have been executed on the database system 
in the past and have produced non-empty answers) and the measure of semantic 
proximity between some queries of the workload and the failing query at hand. 
Furthermore, for the approximate answers returned, a ranking method is proposed. 

The remainder of the paper is organized as follows. Section 2 reviews some related 
work. In section 3, we introduce the Hausdorff distance and we review the main 
approaches proposed to compute this distance between sets both in crisp and fuzzy 
cases. Section 3 discusses a way to estimate a proximity measure between flexible 
queries. In section 4, we show how the problem of empty answers can be approached 
using the proximity measure defined. An illustrative example is provided in section 6. 
Last, we conclude and draw some working directions for the future.   

2 Preliminary Notions 
2.1 Flexible Queries 

 A fuzzy set [6] F on a universe of discourse U is characterized by a mapping µF 
from U to [0, 1], also called the membership function of F. For all u in U, µF(u) is 
called the membership degree of u to F. The core and the support of F are 
respectively defined as C(F) = {u  U, µF(u) = 1} and S(F) = {u  U, µF(u) > 0}. If 
F is defined on a continuous (numerical) domain, we use the trapezoidal membership 
function (t.m.f.) to represent F, i.e., F = (A, B, a, b) where C(F) = [A, B] and S(F) = 
[Aa, B+b]. In case of discrete domains, we write F = {µF(u1)/u1, µF(u2)/u2, …, 
µF(un)/un} where ui (for i=1,n) is an element of U. In the following, F denotes a cut 
of level  of the fuzzy set F, i.e., {u  U, µF(u)  }.   

Flexible queries [8] are requests that express user preferences by means of gradual 
predicates modeled by fuzzy sets. The user does not specify crisp conditions, but 
fuzzy ones whose satisfaction may be regarded as a matter of degree. Then, the result 
of a query is no longer a flat set of elements but is a set of discriminated elements 
according to their global satisfaction w.r.t. the fuzzy constraints appearing in the 
query. An example of a flexible query is: "retrieve the employees which are young 
and well-paid", where young and well-paid are respectively represented by the 
following t.m.f. (0, 25, 0, 15) and (5, , 2, 0).   

   
2.2 The Hausdorff Distance 

       First recall that a distance (or a metric) d is a mapping from UU to R+, such that  
M1)  u,  v, d(u, v) = d(v,u) …………. (Symmetry) 
M2)  u,  v,  w, d(u, w)  d(u,v) + d(v, w) …………………….(Triangle inequality) 
M3)  u,  v, if u  v then d(u, v)  0 ……………(Distinguishability of non-identicals) 
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 M4)  u, d(u, u) = 0……………………………… (Indistinguishability of identicals) 

One of the most popular measures of distance is the Euclidean distance defined as 
d(u, v) = |u  v|.  
 In the following, we recall the principle of the Hausdorff distance and we review 
the main approaches that can be followed to compute such a distance. 
    

2.2.1 Crisp Sets. Consider two subsets A and B of a space U (equipped with a 
metric). The most popular scalar extension of distance between A and B is the 
Hausdorff distance defined as [5][7][11]:   

dH(A, B) = max {H(A, B), H(B, A)},      (1) 

Where H(A, B) stands for the directed Hausdorff distance from A to B. We have H(A, 
B) = SupuA  d(u, B) and d(u, B) = InfvB d(u, v). The expression d(u, v) stands for a 
standard distance (such as Euclidean distance). Formula (1) can be written in the 
following condensed form:  

dH(A, B) = max {supuA  infvB d(u, v), supvB  infuA d(u, v)}.                  (1')                                                                 

The idea that governs this distance is the following: for each element in A look for the 
closest element in B, then check for the element in A for which the distance to the 
closest element in B is maximal. The same is done exchanging B and A and the 
longest distance of the two component is kept. Intuitively, if the Hausdorff distance 
is, then every point of A must be within a distance  of some point of B and vice 
versa.       

Note that dH is a metric and, in particular, the following statement holds: dH(A, B) = 0 
if and only if A = B. Usually, the following equalities are assumed to be true dH(A, ) 
= dH(, B) = + and dH(, ) = 0.  

Example 1. Let A = [a1, a2] and B = [b1, b2] be two regular intervals and let d(u, v) = 
|u  v|. Then, it easy to check that dH(A, B) = max(|a1  b1|, |a2  b2|).  

2.2.2. Fuzzy Sets. The Hausdorff distance between fuzzy sets can be either fuzzy or 
scalar. Hereafter, we only focus on the scalar version. For the fuzzy evaluation, more 
details are available in [7][4].  

Dubois and Prade's Approach 
In [7], the Hausdorff distance was generalized to fuzzy sets in the following way. Let 
F and G be two fuzzy sets on U, for any r  R+ let Dr(F) defined by  

µDr(F) (u) = supv  U {µF(v)  d(u, v)  r}.  

Here Dr(F), the dilation of F by r, is the result of applying to all points of F a local 
max operation within a region of radius r. Now, the generalized Hausdorff distance 
writes: 

dH(F, G) = inf {r  R+  F  Dr(G)  G  Dr(F)}(2) 

One can easily that the dilation is only "horizontal". Then, we may never be able to 
cover the other set and hence dH(F, G) cannot be defined. Thus, two fuzzy sets must 

69



have the same supremum for the Hausdorff distance between them to exist; this is a 
serious drawback of this definition.   

Chaudhuri and Rosenfeld's Approach 
Another definition of the Hausdorff distance between two fuzzy sets is proposed in 
[4]. This definition is more general and is valid in the case of two fuzzy sets with 
unequal maximum memberships. More details about this case are available in [4]. In 
the following, we consider only fuzzy sets with the same supremum. 
Let F and G be two discrete fuzzy sets. Let T = {t1, t2,…, tm} the set of all the distinct 
membership values of F and G. The Hausdorff distance between F and G is defined 
by the following expression:  

dH
2

 (F, G) = 
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Where Fti (resp. Gti) stands for the ti-level cut of F (resp. G). dH
2

 (F, G) can be seen as 
a membership-weighted average of the crisp Hausdorff distances between the level 
sets of the two fuzzy sets.  

Example 2. Let U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} be a universe of discourse. Let also F and G 
be two fuzzy sets on U defined as follows: F = {0.7/1, 0.2/2, 0.6/4, 0.5/5, 1/6} and G 
= {0.2/1, 0.6/4, 0.8/5, 1/7}. Let all the distinct membership values of F and G, pooled 
together, be {1 = 0.2, 2 = 0.5, 3 = 0.6, 4 = 0.7, 5 = 0.8, 6 = 1}. Then, we have       
T = {0.2, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 1}.  

Table 1. The Hausdorff distance between the -cuts of F and G 

 
To compute the distance dH

2
 (F, G), we have first to evaluate dH(Fi 

, Gi
) for i = 1,6. 

Let us give the details about the calculus of dH(F1 , G1
). By formula (1), we have: 

 dH(F1 , G1
) = max{H(F1

,,G1
), H(G1

, F1
)} with F1

 = {u1, u2, u3, u4, u5} = {1, 
2, 4, 5, 6} and G1

 = {v1, v2, v3, v4} = {1, 4, 5, 7}. Then, we have    
H(F1 , G1

) = supuF1 infvG1
d(u, v),    with      d(u, v) = |u  v|  

 = sup {inf(|u1  v1|, |u1  v2|, |u1  v3|, |u1  v4|),  
              inf(|u2  v1|, |u2  v2|, |u2  v3|, |u2  v4|), 
                       inf(|u3  v1|, |u3  v2|, |u3  v3|, |u3  v4|), 
                     inf(|u4  v1|, |u4  v2|, |u4  v3|, |u4  v4|), 

i Fi
 Gi 

H (Fi,
 Gi

) H (Gi,
 Fi

) dH (Fi
, Gi

) 

0.2 {1, 2, 4, 5, 6} {1, 4, 5, 7}  1 1 1 
0.5 {1, 4, 5, 6} {4, 5, 7} 3 1 3 
0.6 {1, 4, 6} {4, 5, 7} 3 1 3 
0.7 {1, 6} {5, 7} 4 1 4 
0.8 {6} {5, 7} 1 1 1 
1 {6} {7} 1 1 1 
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                    inf(|u5  v1|, |u5  v2|, |u5  v3|, |u5  v|) }  
= sup (0, 1, 0, 0, 1) = 1.   
In the same way, we can compute H(G1 , F1

)  = supvG1 infuF1
d(u, v) = 1.  

Hence, dH(F1
, G1

) = 1. We proceed in a similar way for the other dH(Fi
, Gi

)'s. 
Those results are reported in Table 1. Then,  
dH

2
 (F, G) = (0.2  1 + 0.5  3 + 0.6  3 + 0.7  4 + 0.8  1 + 1  1) / 3.8  = 8.1/3.8  

2.13  
In case of continuous fuzzy sets, formula (3) is modified in the following form [7]: 
dH

2
 (F, G) = 
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Example 3. Let now U represent the numeric universe of discourse of the variable 
"age" of a person. Let also F = "about thirty" and G = "between_26_and_28" two 
fuzzy sets on U defined by the following two t.m.f.: F = (30, 30, 3, 3) and G = (26, 
28, 1, 1). Now, we evaluate the distance between F and G using formula (4). First, let 
us precise that F and G are regular intervals and can be expressed as follows: F = 
[3 + 27, 33  3]; G = [ + 25, 29  ]. Then, one can easily check that 
dH

2
 (F, G) =  dt)t()t(,)t()t(maxt 1

0 33329273252   = 7/2 
It has been pointed out in [10] that expression (3) (resp. (4)) is a metric and reduces to 
the classical Hausdorff distance when sets are crisp.    

Remark 1. It is worth noticing that for our purpose the main drawback stemmed from 
the unequal maximum memberships is excluded. Indeed, all fuzzy sets that are 
considered are normalized (hence, with the maximum membership value equal to 1).   

 
3 Measuring proximity 
 
     Taking into account the strong intuitive connection between proximity and 
distance, and by using the Hausdorff distance measure, we may want to estimate to 
what extent two fuzzy queries are close, semantically speaking.  
 
3.1 Single Predicate Queries (SPQ) 
 
      Let Q = P and Q' = P' be two SPQ where P and P' are gradual predicates 
represented by means of fuzzy sets (of course, P and P' are pertaining to the same 
attribute, say A). To evaluate to which extent Q and Q' are close, semantically 
speaking, we make use of the Hausdorff distance index between the fuzzy predicates 
involved in those two queries. Then, we write:  
Dist(Q, Q') = dH

2
 (P, P'),                                   (5)  

With Dist(Q, Q') stands for a distance measure between Q and Q'. It is well known 
that the distance measure produces values that have the reverse ordering of proximity 
measures. The smaller the index Dist(Q, Q'), the closer Q and Q'.   
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Let now Prox(Q, Q') denote a proximity measure between Q and Q'. Prox(Q, Q') 
based on the distance Dist(Q, Q') can be obtained in two steps: 

i) Normalizing Dist(Q, Q') with a function fnorm that reduces the range to the interval 
[0, 1].  

ii)  Under this assumption, Prox(Q, Q') can be defined in the following way:  

    'Q,QDistf'Q,QoxPr norm1                  (6) 

The well known expressions of fnorm are [4]: 
 fnorm(x) = min(1, x) and fnorm(x) = x/(1+x).   
Another approach to defining a proximity measure is to use a conversion function on 
the distance measure. For instance, Prox(Q, Q') can be defined by [11]:  

       .
s

)'Q,QDist'Q,QoxPr
t 1

1





















      (7) 

The positive constants s and t adjust the size of the proximity measure. The simplest 
conversion function can be obtained by setting s = 1 and t = 1. Note that formula (7) 
(resp. (6)) can be directly applied in case of point and range queries.    

Example 4. Consider a relational database, say D, of employees of a large company. 
Assume that D has been queried by three users about the "salary" of some employees 
of interest, see Table 2.  

Table 2. Examples of users queries (assume that the maximum salary is 10 €). 

User Query Fuzzy predicates 

#1 Q1=" retrieve employees who win about 
2.8 €" about 2.8=(2.8, 2.8, 0.6, 0.6) 

#2 Q2=" retrieve employees who win 
approximately 3 €" approximately 3=(2.8, 3.2, 0.4, 0.4) 

#3 Q3=" retrieve employees whose salary is 
very high" very high=(6, 10, 1, 0) 

 
Assume now that one is interested in retrieving from D the employees that are 

"well-paid" in the company. Assume also that "well-paid" is modelled by the 
following t.m.f. (5, 10, 2, 0). In some particular situations (as it will be explained 
further), it might be desirable to be able to estimate the semantic proximity between 
this new query, say Q, and the previous processed user queries. Using formula (4), we 
can easily check that 

        Dist(Q, Q1) = 6,         Dist(Q, Q2) = 17/3,             Dist(Q, Q3) = 8/3.  

By formula (7), we obtain  

Prox(Q, Q1) = 0.14, Prox(Q, Q2) = 0.15, Prox(Q, Q3) = 0.27.  

One can observe that Prox(Q, Q1) < Prox(Q, Q2) < Prox(Q, Q3). Hence, Q is closer 
to Q3 than Q2 (resp. Q1). In case where Q results in null answers, it is practically 
better to provide the answers to Q3 as response to Q than nothing.  
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3.2 Compound Queries 
 
       Let D be a relational database containing n attributes A1, A2,…, An with D(Ai) 
being the domain of values pertaining to Ai. We make the assumption that D(Ai) is 
closed and bounded (resp. finite) if Ai is a continuous (resp. discrete) attribute.  

Let also Q be a flexible compound query of the form P1 … Pk where the symbol 
'' stands for the connector 'and' (which is interpreted by the 'min' operator) and Pi 
(i=1,k) is a fuzzy predicate pertaining to the attribute Ai. Let also Q' be a flexible 
query of the form Q' = P'1 … P's where P'j (j=1,s) is a fuzzy predicate pertaining to 
the attribute Aj. To evaluate the semantic proximity between the two compound 
queries Q and Q', we distinguish three cases: 

Case 1: Q and Q' cover the same attributes exactly.   
Case 2: Q' covers all the attributes specified in Q.  
Case 3: Q' does not cover all the attributes specified in Q.  

Case 1: Q and Q' cover the same attributes exactly. Hence, Q' = P'1 … P'k with (Pi, 
P'i)  D(Ai), for i=1,k, which means that both Pi and P'i are predicates that constrain 
the same attribute Ai. In this case, Prox(Q, Q') is evaluated in a three-step procedure:   

i)  for each pair (Pi, P'i), i=1,k, compute Dist(Pi, P'i) = dH
2

 (Pi, P'i); 
ii)  for each pair (Pi, P'i), i=1,k, compute Prox(Pi, P'i) using, for instance, formula (7); 
iii) then, compute Prox(Q, Q') = min i=1, k Prox(Pi, P'i).  

This procedure is formalized in Algorithm 1.   
 

Algorithm 1 Prox(Q, Q') 
 
Input: Q = P1 … Pk and Q' = P'1 … P'k  

1. begin 
2.    for i = 1 to k do  
3.         compute Dist(Pi, P'i);  
4.         compute Prox(Pi, P'i);  
5.    end for 
6.    compute Prox(Q, Q') = min i=1, k Prox(Pi, P'i);  
7.    return Prox(Q, Q');  
8. end                           

Output: Proximity between Q and Q': Prox(Q, Q')  

 

Case 2: Q' covers all the attributes specified in Q. Then, Q' can be transformed into 
the following form skk 'P'P'P'P'Q    11  (thanks to a simple operation 
of variable changing) with (Pi, P'i)  D(Ai), for i=1,k. Attributes jA (for j=k+1,s) are 
not specified in Q.  
    To estimate the proximity between Q and Q ', we can apply two strategies: 
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 (S1) Increased Q: The idea is to complete Q with constraints on the missing 
attributes (ie, j for j = k +1 to s). Since the user does not specify any constraints on 
these attributes, all values of their fields are allowed. Thus, Q can be written: 
Q = P1  ...  Pk  D(Ak+1 ) …  D(As).  

With this rewriting of Q, we find the same conditions as in case 1. Prox (Q, Q ') can 
be obtained by applying the algorithm 1.  

(S2) weakening of Q': The idea here is to focus solely on the attributes specified by 
the user and to measure the closeness of their constraints specified in Q and those 
present in Q'. Superfluous attributes present in Q' can be deleted. Q' is rewritten as 
follows: 

Q'R = P'1  ...  P'k . 
 
It is easy to see that Q'R is a variant of relaxed Q '. The following relation Q'  Q’R 

is always true (ie, the responses of Q' are also of Q'R).  
This strategy will take any interest in the processing of requests to empty answer, 
since the objective is to provide approximate solutions and alternatives to these 
queries. Thus, if the measure Prox (Q, Q'R) is high (or above a certain threshold), it 
is perfectly acceptable to offer the answers of Q' as approximate answers to the 
query Q if its evaluation does produced no response (i.e., Q =). Prox(Q, Q'R) can 
also be calculated using the algorithm 1. 
 

The Strategy S2 can measure the proximity between the constraints of the attributes 
present in both queries Q and Q'. This proximity can be characterized by local an 
interest which in practice is shown above. As for the strategy S1, it calculates a global 
proximity between Q and Q'. All attributes with those not specified in Q are taken 
into account in this calculation. As part of the problem of interest, this property 
presents a significant disadvantage. Indeed, suppose that Q = "Salary = around 3 € k" 
is an empty query answer.  
Let Q '= "Age = 27 years  Salary = [2.8, 3.2]. The fact reflect the closeness of the 
value of age= 27 and D (Age) (ie P (27, D (Age)), With D (Age) = [0, 100], 
significantly weakening the global proximity (based on min operator) between Q and 
Q '. This could lead to the rejection of Q' and therefore his answers so that they might 
find interesting because they approximately satisfy the criterion on the attribute 
"Salary ". 
 
Case 3: Q' does not cover all the attributes specified in Q. Then, Q' can be 
transformed into the following form Q' = P'1  ...  P'b  P'k+1 …  P's, with b < k 
and (Pi, P'i)  D(Ai), for i = 1 to b, and the predicats Pj (for j = k+1 to s) are not 
specified in Q. To calculate Prox(Q, Q') :  

(i) Added to Q' the domaines for missing attributs specified in Q, Q' is wiritten so    
Q' = P'1  ...  P'b  D(Ab+1)… D(Ak)  P'k+1 …  P's ;  
(ii) Applying one of two strategies described in case 2. 
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4  Approaching the Empty Answers Problem 
 

  In this section, we show how the proximity measure introduced between queries 
can provide a basis for approaching the problem of empty answers. Let us first 
introduce this problem in the flexible database querying context. 

 
4.1 Problem Formulation  
 
       Let Q be a flexible query. In this case, Q contains the items of the database that 
somewhat satisfy the fuzzy requirements involved in Q. Formally, Q = {t  D / µQ(t) 
 0}, where t stands for a database tuple.  
Definition. We say that Q results in empty answers if Q = . [2]  
This means that no data in the database somewhat satisfies the fuzzy conditions 
involved in Q. Let us note that query relaxation is one of the basic approaches that 
were proposed to deal with this problem. In a flexible queries context, a proximity 
relation-based approach for relaxing queries has been suggested in [14][15]. 
Unfortunately, this approach sometimes leads to a problem with a high computational 
complexity. In the following, we propose an alternative approach to deal with this 
problem. The approach proposed leverages the previous queries that have been 
evaluated by the system and have produced non-empty answers.  
 
4.2 Principle of the Approach 
 
 Assume that we have at our disposal a past query workload W(D), i.e., a collection 
of queries that have been executed on our database system in the past and have 
produced non-empty answers. Let Q = P1 … Pk be a flexible query with empty 
answers.  

The intuition of how we intend to use the workload W(D) in answering Q is the 
following. The workload may perhaps reveal that, some queries that have been 
processed in the past and produced a set of non-empty answers are close to Q, 
semantically speaking. Thus, it is more convenient to propose as a response to Q the 
answers of the query that is the closest one to Q than "nothing". To achieve this, we 
proceed in the following way:  

i) We first form the subset, say WQ(D), of the workload W(D) which contains queries 
that involve all the attributes specified in Q, i.e., 
WQ(D) = {Q' / Q'  W(D)  |D(Q')  D(Q)| = k}, 

where D(Q) denotes the list of the domains of attributes specified in Q and |E| 
denotes the cardinality of the set E. It is assumed that WQ(D)  .     

ii)  For each Q' in WQ(D) we estimate the proximity measure Prox(Q, Q') as explained 
in section 3. Based on this measure, we rank-order the elements of WQ(D) from the 
higher index to the smaller index. This ordering allows for discriminating the 
elements of WQ(D) from the closest one to Q to the least close one.   
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Remark 2. It is worthy to note that when applying Algorithm 1 to compute Prox(Q, 
Q'), one can estimate Dist(Pi, P'i), see step 3 of the Algorithm, only in terms of the 
directed Hausdorff distance from P'i to Pi, i.e. H(P'i, Pi). Then, Dist(Pi, P'i) = dH

2
 (Pi, 

P'i) is now computed as in formula (3) (resp. (4)) where dH(A, B) = H(B, A). The main 
argument in favor of this reasoning is the fact that it is the set of answers to Q' which 
could be returned as alternative answers to Q and not the reverse. Then, only the 
measure to which extent Q' is far apart of Q is the most relevant.     

iii) To provide alternative approximate answers to Q, we choose the top element, say 
QApp, of the ordered set WQ(D) and return its set of answers as a response to Q.  

Remark 3. Let us note that QApp could be to some sense considered as a relaxation to 
the failing query Q. One can use the distance indices, computed between the 
predicates involved in QApp and Q, to estimate the extent to which QApp  is a relaxation 
to Q.      

In Algorithm 2, we summarize this above procedure.      
 

Algorithm 2 Approximate answers to Q 
 
Input: a failing query Q = P1 … Pk  
    the set WQ(D)    

1. begin 
2.    rankOrder(WQ(D)); 
3.    QApp = First(WQ(D)); 
4.    return QApp

;  
5. end                           

Output: Approximate answers to Q: QApp
  

 
 

Procedure rankOrder(var set E) 
 

1. begin 
2.    let Aux = E; E = ;  
3.    while Aux    do  
4.          begin  
5.               Q' = First(Aux); 
6.               compute Prox(Q, Q'); 
7.                if Prox(Q, Q') > 0 then E = E  {Q'}; 
8.                Aux = Aux  {Q'}; 
9.          end while 
10.    rank-order E in decreasing sense;  (# w.r.t. the proximity measure #)  
11. end  
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5 An Illustrative Example 
 

 To illustrate our proposal, let us consider a database D representing the JOB, 
EXPERIENCE and SALARY of seven EMPLOYEES, as shown in Table 3. Assume 
that the two following queries     Q1 = “EXP=Around_4  SALARY=Between_4_5” 
and Q2 = “EXP=Approximately_10  SALARY=About_5” have been evaluated 
against D. For instance, Q1 means that one is interested to retrieve employees whose 
experience is about 4 years and whose salary is between 4 and 5 k€. The fuzzy 
predicate Around_4 (resp. approximately_10) is a discrete fuzzy set defined by {0.5/3, 
1/4, 0.5/5} (resp. {0.5/9, 1/10, 0.5/11, 0.2/12}), while Betwee_4_5 (resp. About_5) is a 
continuous fuzzy set defined by (4, 5, 0.5, 0.5) (resp. (5, 5, 1, 1)). 

Assume also that the set of answers of each executed query is stored in the database 
workload W(D), see Table 4. 

Table 3. A database of employees 
EMP# JOB EXP SALARY 

T1 Vice president 15 7 
T2 Design engineer 12 5 
T3 System engineer 3 4.5 
T4 Design engineer 5 3.8 
T5 Accountant 10 4.7 
T6 Secretary 5 6 
T6 Software engineer 4 5.5 

 
 

Table 4. Database workload 
Query Set of answers ∑Q 

Q1 {0.5/t3, 0.16/t4} 
Q2 {0.2/t2, 0.7/t5} 

 
 

Now, let us consider a new query Q = “EXP=Close_to_6  SALARY=Well-paid” 
where Close_to_6 = {0.2/4, 0.5/5, 1/6, 0.5/7, 0.2/8} and Well-paid = (7, 10, 1, 0). One 
can easily see that Q returns an empty set of answers when it is evaluated against D. 
To approximately answer Q, we apply our approach given in Section 4. 

- By algorithm 1 and taking into account remark 2, we obtain:   
Prox(Q, Q1) = min(0.34, 0.17) = 0.17, Prox(Q, Q2) = min (0.2, 0.18) = 0.18 

- By algorithm 2, we obtain QApp = Q2    
Then, the approximate answers to Q to provide to the user are {t2, t5}. 
 
6 Conclusion 
 
In this paper, we have proposed an approach for estimating the semantic proximity 
between queries in a flexible database querying setting. The key concept of this 
approach is the Hausdorff distance. The approach proposed can apply both for point 
and range (crisp) queries as well. On the other hand, we have also shown how this 
proximity measure constitutes a valuable tool to approximately answer failing queries.  
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In this work, only attributes with domains endowed with a metric have been 
considered (quantitative attributes). It would be extremely interesting to extend the 
approach to qualitative attributes (as color attribute). We acknowledge also that some 
experimental studies are needed to demonstrate the efficiency and effectiveness of the 
approach. 
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Abstract. In this paper, we will suggest a new search direction for the
adaptive method developed by R. Gabasov and F.M. Kirillova [9] for solv-
ing linear programming problems with bounded variables. An algorithm
called the adaptive method with hybrid direction (AMHD) is described.
In order to compare the suggested algorithm with the classical primal
simplex algorithm employing Dantzig’s rule (PSA), we have realized a
numerical implementation under the MATLAB programming language.
In the implementation of the two algorithms, we have used the LU fac-
torization of the basic matrix to solve the linear equations systems and
the Sherman-Morrison-Woodbury formula to update the LU factors [7].
The experimental study involves the cpu time and the iterations number
of the two algorithms applied to solve randomly generated test prob-
lems of different dimensions and density of 5%. It has been shown that
when the problem dimension increases, the superiority of AMHD over
PSA increases. Particularly, for problems with dimension 1000 × 1000,
our algorithm is approximately 7 times faster than the primal simplex
algorithm with Dantzig’s rule.

Keywords: Adaptive method, Hybrid direction, Long step rule, Simplex method,
Computational experiments.

1 Introduction

Linear programming is a mathematical discipline which deals with solving
the problem of optimizing a linear function under a domain delimited by a set of
linear equations and inequations. The first formulation of an economical problem
as a linear programming problem is done by L.V. Kantorovich (1939) and the
general formulation is given later by G.B. Dantzig in his work [5]. LP is consid-
ered by the operations research community as the most important technique in
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operations research. Indeed, it is widely used in practice and most of the opti-
mization techniques are based on LP ones. That is why many researchers have
shown great interest in finding efficient methods to solve LP problems. Although
some methods have existed even before 1947, they were restricted to solve some
particular forms of the LP problem. Being inspired by the work of J.B. Fourier
on linear inequalities, G.B. Dantzig (1947) develops the simplex method. The
simplex method is known to be very efficient to solve LP problems which arise
in practice. However, in 1972, Klee and Minty have found an example where the
simplex method takes an exponential time to solve it [15]. In 1979, Khachian de-
veloped the first polynomial interior point algorithm to solve LP problems [14],
but it’s not efficient in practice. In 1984, Karmarkar presents, for the first time,
a polynomial interior point algorithm competitive with the simplex method on
large problems [16].

In addition to the simplex method and its variants in which the search is
done only by extreme points and interior point methods in which the search is
done only by interior points, there exist other methods that use both interior and
extreme points. We can cite: support methods, Gabasov and Kirillova (1977) [9];
interior search methods within the simplex framework, Mitra et al. (1988) [19];
active set methods, Gill et al. (1973) [11,12], Gondzio (1996) [13], etc.

In [9], the authors have developed the support method which is a general-
ization of the simplex method. The principle of this method is to start by a
support feasible solution which comprises a basis and a feasible solution and to
go through interior or extreme points to achieve the optimal one. Later, they
have developed the adaptive method to solve, particularly, linear optimal con-
trol problems and they have extended it later to solve general linear and convex
quadratic problems. An experimental study on generated sparse LP problems
has shown its efficiency [17].

In this work, we will suggest a new search direction, called hybrid direction,
for the adaptive method. This direction takes extreme values in order to bring
some solution components to their bounds and it takes for some other com-
ponents the reduced gradient values. In order to test the efficiency of the new
suggested direction, we carry out an experimental study on a set of randomly
generated problems.

The paper is organized as follows: in Section 2, we give some definitions.
In Section 3, we present the main theory of the adaptive method with hybrid
direction. In Section 4, experimental results are presented. Finally, the Section
5 is devoted to the conclusion.

2 State of the problem and definitions

Consider the linear programming problem with bounded variables presented in
the following standard form:

max z = cT x, (1)
s.t. Ax = b, (2)

l ≤ x ≤ u, (3)
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where c and x are n-vectors; b an m-vector; A an (m×n)-matrix with rankA =
m < n; l and u are n-vectors. In the following sections, we will assume that
||l|| <∞ and ||u|| <∞. We define the following sets of indices:

I = {1, 2, . . . ,m}, J = {1, 2, . . . , n}, J = JB ∪ JN , JB ∩ JN = ∅, |JB | = m.

So we can write and partition the vectors and the matrix A as follows:

x = x(J) = (xj , j ∈ J), x =
(

xB

xN

)
, xB = x(JB) = (xj , j ∈ JB),

xN = x(JN ) = (xj , j ∈ JN ); c = c(J) = (cj , j ∈ J), c =
(

cB

cN

)
,

cB = c(JB) = (cj , j ∈ JB), cN = c(JN ) = (cj , j ∈ JN );

l = l(J) = (lj , j ∈ J), u = u(J) = (uj , j ∈ J);

A = A(I, J) = (aij , i ∈ I, j ∈ J) = (a1, a2, . . . , an) =




AT
1

AT
2
...

AT
m


 ,

where

aj =




a1j

a2j

...
amj


 , j = 1, n; AT

i = (ai1, ai2, . . . , ain), i = 1,m;

A = (AB |AN ), AB = A(I, JB), AN = A(I, JN ).

A vector x verifying the constraints (2)-(3) is called a feasible solution for the
problem (1)-(3). A feasible solution x0 is called optimal if z(x0) = cT x0 =
max cT x, where x is taken from the set of all feasible solutions of the problem
(1)-(3).
A feasible solution xε is said to be ε-optimal or suboptimal if z(x0) − z(xε) =
cT x0 − cT xε ≤ ε, where x0 is an optimal solution for the problem (1)-(3)
and ε is a positive number chosen beforehand. We consider the index subset
JB ⊂ J such that |JB | = |I| = m. Then the set JB is called a support if
detAB = det A(I, JB) 6= 0. The pair {x, JB} comprising a feasible solution x
and a support JB will be called a support feasible solution (SFS). An SFS is
called nondegenerate if lj < xj < uj , j ∈ JB .

Remark 1. A support feasible solution (SFS) is a more general concept than the
basic feasible solution (BFS). Indeed, the nonsupport components of an SFS are
not restricted to their bounds. Therefore, an SFS may be an interior point, a
boundary point or an extreme point, but a BFS is always an extreme point.
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We define the m-vector of multipliers π and the reduced costs n-vector ∆ as
follows:

πT = cT
BA−1

B , ∆T = ∆T (J) = πT A− cT = (∆T
B ,∆T

N ),

where ∆T
B = cT

BA−1
B AB − cT

B = 0, ∆T
N = cT

BA−1
B AN − cT

N .

Theorem 1. (The optimality criterion [9]). Let {x, JB} be an SFS for the prob-
lem (1)-(3). So the relations:





∆j ≥ 0 for xj = lj,
∆j ≤ 0 for xj = uj,
∆j = 0 for lj < xj < uj, j ∈ JN ,

(4)

are sufficient and, in the case of nondegeneracy of the SFS {x, JB}, also neces-
sary for the optimality of the feasible solution x.

The quantity β(x, JB) defined by:

β(x, JB) =
∑

∆j>0,j∈JN

∆j(xj − lj) +
∑

∆j<0,j∈JN

∆j(xj − uj), (5)

is called the suboptimality estimate.

3 Adaptive method with hybrid direction (AMHD)

Contrarily to the direction used in the adaptive method, which takes only
extreme or zero values, the hybrid direction takes extreme values for relatively big
component values of the reduced cost vector in order to bring the corresponding
SFS components to their bounds and it takes the reduced gradient values for
the other components.

Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η ∈ [0, 1]. We define the
following sets of indices:
JP+

N = {j ∈ JN : 0 < ∆j ≤ η(xj − lj)}, JP−
N = {j ∈ JN : η(xj − uj) ≤ ∆j < 0};

JP0
N = {j ∈ JN : ∆j = 0}, J+

N = {j ∈ JN : ∆j > η(xj − lj)}, J−N = {j ∈ JN :
∆j < η(xj−uj)}. Then we have JP

N = {j ∈ JN : η(xj−uj) ≤ ∆j ≤ η(xj−lj)} =
JP+

N ∪ JP−
N ∪ JP0

N and JN = J+
N ∪ J−N ∪ JP

N .
The quantity γ(η, x, JB) defined by:





∑
j∈J+

N
∆j(xj − lj) +

∑
j∈J−N

∆j(xj − uj) + 1
η

∑
j∈JP+

N ∪JP−
N

∆2
j , if η > 0,

β(x, JB), if η = 0,

(6)
is called the optimality estimate.

Remark 2. When η = 0, we get JP+
N = JP−

N = ∅, so JP
N = JP0

N , J+
N = {j ∈ JN :

∆j > 0}, J−N = {j ∈ JN : ∆j < 0} and γ(η, x, JB) = β(x, JB).

Lemma 1. Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η > 0. The only
optimal indices in JP

N are such that ∆j = 0, i.e., all the indices with ∆j 6= 0 are
nonoptimal.
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Proof. Let j ∈ JP+
N and assume that j is optimal. From the optimality criterion

(4), we deduce that xj = lj and 0 < ∆j ≤ η(xj − lj) = 0, contradiction with the
fact that ∆j > 0.
Let j ∈ JP−

N and assume that j is optimal. From the optimality criterion (4),
we deduce that xj = uj and η(xj − uj) = 0 ≤ ∆j < 0, contradiction with the
fact that ∆j < 0.

Theorem 2. (Sufficient and necessary condition for optimality). Let {x, JB} be
an SFS for the problem (1)-(3) and η > 0. So the condition γ(η, x, JB) = 0 is
sufficient and, in the case of nondegeneracy of the SFS {x, JB}, also necessary
for the optimality of the SFS {x, JB}.

Proof. Sufficiency. Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η > 0.
If γ(η, x, JB) = 0, then we have

∑
j∈J+

N
∆j(xj − lj) = 0,

∑
j∈J−N

∆j(xj −uj) = 0
and 1

η

∑
j∈JP+

N ∪JP−
N

∆2
j = 0.

For all j ∈ J+
N , we have ∆j > 0, so

∑
j∈J+

N
∆j(xj − lj) = 0⇒ ∀j ∈ J+

N , xj = lj .
For all j ∈ J−N , we have ∆j < 0, so

∑
j∈J−N

∆j(xj −uj) = 0⇒ ∀j ∈ J−N , xj = uj .

Furthermore, 1
η

∑
j∈JP+

N ∪JP−
N

∆2
j = 0 ⇒ JP+

N = JP−
N = ∅ ⇒ JP

N = JP0
N and

following the optimality criterion (4), all the indices of J+
N , J−N and JP

N are
optimal. Hence {x, JB} is optimal.
Necessity. We assume that {x, JB} is a nondegenerate optimal SFS. Hence,
from Theorem 1, we deduce xj = lj for ∆j > 0; xj = uj for ∆j < 0 and
lj ≤ xj ≤ uj for ∆j = 0, i.e., all the indices of JN are optimal. Then we
have xj = lj , if j ∈ J+

N and xj = uj , if j ∈ J−N . Hence
∑

j∈J+
N

∆j(xj − lj) =∑
j∈J−N

∆j(xj − uj) = 0. Furthermore, since all the indices of JN are optimal,

we deduce from Lemma 1, that JP+
N = JP−

N = ∅ ⇒ 1
η

∑
j∈JP+

N ∪JP−
N

∆2
j = 0.

Therefore γ(η, x, JB) = 0.

3.1 An iteration of AMHD

Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η ∈ [0, 1]. We compute
γ(η, x, JB) with the relationship (6). If γ(η, x, JB) = 0, then the SFS {x, JB} is
optimal; else we improve it. We define the feasible direction d as follows:





dj = lj − xj , if j ∈ J+
N ;

dj = uj − xj , if j ∈ J−N ;

dj = −∆j

η , if j ∈ JP
N , η 6= 0;

dj = 0, if j ∈ JP
N , η = 0;

dB = −A−1
B ANdN , where dB = (dj , j ∈ JB), dN = (dj , j ∈ JN ).

(7)

This direction, with respect to the standard direction of the adaptive method is
called an hybrid direction.
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In order to improve the objective function while remaining in the feasible
region, we compute the step length θ0 along the direction d as follows:

θj =





(uj − xj)/dj , if dj > 0,
(lj − xj)/dj , if dj < 0,
∞, if dj = 0,

(8)

and θjr
= min{θj , j ∈ JB}, θ0 = min{θjr

, 1}. So the new feasible solution is
x̄ = x+θ0d. Since Ad = 0, then the vector d is a feasible direction. Furthermore,
d is an ascent direction. Indeed, the objective function increment is given by

z̄ − z = cT x̄− cT x = cT
B(x̄B − xB) + cT

N (x̄N − xN )
= cT

B [−A−1
B AN (x̄N − xN )] + cT

N (x̄N − xN )
= −∆T

N (x̄N − xN )

= −
∑

j∈JN

∆j(x̄j − xj)

= −θ0
∑

j∈JN

∆jdj

= θ0[−
∑

j∈J+
N

∆jdj −
∑

j∈J−N

∆jdj −
∑

j∈JP+
N ∪JP−

N

∆jdj ]

= θ0[
∑

j∈J+
N

∆j(xj − lj) +
∑

j∈J−N

∆j(xj − uj) +
∑

j∈JP+
N ∪JP−

N

∆2
j

η
]

= θ0γ(η, x, JB) ≥ 0.

If γ(η, x, JB) > 0 and θ0 > 0, then z̄ > z, so we can strictly improve the feasible
solution x.

For the new feasible solution x̄, we define the following sets of indices:
J̄P+

N = {j ∈ JN : 0 < ∆j ≤ η(x̄j − lj)}, J̄P−
N = {j ∈ JN : η(x̄j − uj) ≤ ∆j < 0},

J̄P0
N = JP0

N = {j ∈ JN : ∆j = 0}, J̄+
N = {j ∈ JN : ∆j > η(x̄j − lj)}, J̄−N =

{j ∈ JN : ∆j < η(x̄j − uj)}. Then we have J̄P
N = {j ∈ JN : η(x̄j − uj) ≤ ∆j ≤

η(x̄j − lj)} = J̄P+
N ∪ J̄P−

N ∪ J̄P0
N , JN = J̄+

N ∪ J̄−N ∪ J̄P
N .

Furthermore, we define the following quantities γ(η, x̄, JB) and γ̄(η, x̄, JB):

γ(η, x̄, JB) =
∑

j∈J+
N

∆j(x̄j − lj) +
∑

j∈J−N

∆j(x̄j − uj) +
1
η

∑

j∈JP+
N ∪JP−

N

∆2
j ,

γ̄(η, x̄, JB) =
∑

j∈J̄+
N

∆j(x̄j − lj) +
∑

j∈J̄−N

∆j(x̄j − uj) +
1
η

∑

j∈J̄P+
N ∪J̄P−

N

∆2
j .

Lemma 2. Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η > 0. Then we
have:
1) J+

N ⊂ J̄+
N , J−N ⊂ J̄−N , J̄P+

N ⊂ JP+
N and J̄P−

N ⊂ JP−
N .

2) JP+
N = J̄P+

N ∪ (J̄+
N \ J+

N ) and JP−
N = J̄P−

N ∪ (J̄−N \ J−N ).
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Lemma 3. Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η > 0. Let
x̄ = x + θ0d be the new feasible solution, where d and θ0 are defined by the
relations (7) and (8) respectively. Then we have:

a) γ(η, x̄, JB) = (1− θ0)γ(η, x, JB) + θ0

η

∑
j∈JP+

N ∪JP−
N

∆2
j .

b) γ(η, x, JB) ≤ β(x, JB), γ(η, x̄, JB) ≤ γ(η, x, JB), 0 ≤ γ̄(η, x̄, JB) ≤ γ(η, x̄, JB).

Theorem 3. (Sufficient condition for the optimality of x̄)
Let {x, JB} be an SFS for the problem (1)-(3) and η > 0. The feasible solution
x̄ is optimal if γ(η, x̄, JB) = 0.

Proof. According to Lemma 3, we have

0 ≤ γ̄(η, x̄, JB) ≤ γ(η, x̄, JB) = 0⇒ γ̄(η, x̄, JB) = 0.

Following Theorem 2, the SFS {x̄, JB} is optimal.

Corollary 1. Let x be a nonoptimal feasible solution for the problem (1)-(3)
and x̄ = x + θ0d the new feasible solution. We assume that θ0 = 1. Then the
feasible solution x̄, is optimal if JP

N \ JP0
N = ∅.

Proof. We assume that JP
N \ JP0

N = ∅, i.e., JP+
N ∪ JP−

N = ∅. When θ0 = 1, from
part a) of Lemma 3, we deduce that

γ(η, x̄, JB) = (1− θ0)γ(η, x, JB) +
θ0

η

∑

j∈JP+
N ∪JP−

N

∆2
j = 0.

According to Theorem 3, the feasible solution x̄ is optimal.

Remark 3. If η = 0, then JP+
N = JP−

N = ∅ ⇒ γ(η, x̄, JB) = (1 − θ0)γ(η, x, JB).
Since for η = 0, γ(η, x, JB) = β(x, JB) and γ(η, x̄, JB) = β(x̄, JB), so we find
the classical updating formula of β(x, JB) [9]:

β(x̄, JB) = (1− θ0)β(x, JB).

3.2 Algorithm of the adaptive method with hybrid direction and
long step rule

Let {x, JB} be an initial SFS for the problem (1)-(3) and η, µ two nonnegative
real parameters such that η ∈ [0, 1] and µ ≥ 1. The scheme of the adaptive
method with hybrid direction is described in the following steps:

(1) Compute πT = cT
BA−1

B , ∆T
N = πT AN − cT

N , ∆B = 0;
(2) find the sets J+

N , J−N , JP
N and JP0

N ;
(3) compute γ(η, x, JB) with the formula (6);
(4) if γ(η, x, JB) = 0, then the algorithm stops with {x, JB}, an optimal SFS;
(5) compute the search direction, d, using the relations (7);
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(6) compute θjr
= min

j∈JB

θj , where θj is determined by the formula (8);

(7) compute θ0 = min{θjr
, 1}; x̄ = x + θ0d; z̄ = z + θ0γ(η, x, JB);

(8) if θ0 = 1, then
(8.1) if JP

N \ JP0
N = ∅, then according to Corollary 1, x̄ is optimal. Stop.

(8.2) we put η = 0, x = x̄, z = z̄ and go to step (2).
(9) compute the dual direction t with the components:





tjr = −sign(djr );
tj = 0, j 6= jr, j ∈ JB ;
tTN = tTBA−1

B AN , where tB = (tj , j ∈ JB), tN = (tj , j ∈ JN );

(10) compute the dual step length and the new support with the long step rule:
(10.1) compute σj , j ∈ JN :

σj =





−∆j

tj
, if ∆jtj < 0;

0, if ∆j = 0, tj < 0, j ∈ JN ;
∞, in other cases.

(10.2) Find the entering index jq:
- arrange the indices {j ∈ JN : σj 6=∞} in increasing values σj :

σj1 ≤ σj2 ≤ · · · ≤ σjp ; jk ∈ JN , σjk
6=∞, k = 1, p;

- if p = 1, then jq = j1; go to step (10.3);
- for every jk, k = 1, p, we compute the jump of the rate of the dual
objective function

∆αjk
= |tjk

|(ujk
− ljk

);

- compute the initial rate of change of the dual objective function

α0 = −(1− θ0)|djr
|;

- compute αjk
, k = 0, p, where

{
αj0 = α0,

αjk
= α0 +

∑k
s=1 ∆αjs

= αjk−1 + ∆αjk
, k = 1, p;

- we choose jq such that αjq−1 < 0 and αjq
≥ 0;

(10.3) we put σ0 = σjq , ∆̄ = ∆ + σ0t, J̄B = (JB \ {jr}) ∪ {jq};
(11) we put x = x̄, JB = J̄B , z = z̄, ∆ = ∆̄;
(12) we put η = η/µ and go to the step (2).

Remark 4. If degeneracy is encountered, i.e., after a certain number of iterations
the step length is equal to zero, then we put η = 0 and go to step (2). This allows
the algorithm to progress toward the optimal solution.
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Remark 5. We distinguish two variants of the AMHD algorithm: the first variant
consists of putting beforehand µ = 1, so the η parameter is reduced only when
we encounter degeneracy or entering to step (8.2). The second variant consists
of setting µ > 1, hence the η parameter is reduced in the end of each iteration
(step (12)) by the µ factor. The experimental study that we have carried out
has shown that there is no significant difference in the performances of the two
variants. This is why in our numerical experiments, we compare only the first
variant with the simplex method.

Remark 6. The main difference between the adaptive method and the adaptive
method with hybrid direction consists in the computing of the search direction
to improve the primal solution x, and their stopping criteria. Note that, when
we put η = 0 in the adaptive method with hybrid direction, we switch to the
iterations of the adaptive method.

4 Experimental results

In order to perform a numerical comparison between the Primal Simplex Al-
gorithm (PSA) and the Adaptive Method with Hybrid Direction (AMHD), we
have programmed them under the MATLAB programming language version
7.4.0 (R2007a).

In each iteration of PSA, we solve, using LU factorization, two systems
AT

Bπ = cB and ABdB = aj0sign(∆j0), where j0 is the entering index found
using Dantzig’s rule. And in each iteration of AMHD, we solve the two systems
ABdB = −ANdN and AT

Bv = tB , but the system AT
Bπ = cB is solved only in the

beginning of the algorithm and the reduced cost vector is updated in each itera-
tion using the formula ∆̄ = ∆ + σ0t, where σ0 is the dual step length computed
by the long step rule (step (10) of AMHD).

The updating of the L and U factors is done, in each iteration, using the
Sherman-Morrison-Woodbury formula [7].

We have generated a set of sparse random LP problems of the form

{max cT x, s.t. Ax + xe = b, l ≤ x ≤ u, le ≤ xe ≤ ue},

with different dimensions and density equal to 5%, A ∈ <m×p, x, c, l, u ∈ <p,
b ∈ <m, cj ∈ [−100, 100], aij ∈ [−500, 500], lj ∈ [−50, 200], u = l + r

(p)
1 , b =

A (l+u)
2 + r

(m)
2 , le = b − Al − r

(m)
3 , ue = b − Al + r

(m)
4 , where r

(k)
j , j = 1, 4

are k-vectors of random numbers drawn from the uniform distribution on the
interval [1, 100]. Totally, we have generated 150 small and medium LP problems.
We have considered three sets of problems: LPs with A of size n × n, n ∈
{200, 400, 600, 800, 1000}; LPs with A of size n×2n, n ∈ {100, 200, 300, 400, 500}
and LPs with A of size 2n×n, n ∈ {100, 200, 300, 400, 500}. For each class of LP
problems, for example LPs of dimension 200× 200, we generate ten problems.

We have solved the randomly generated set of test problems with the two
considered algorithms, PSA and AMHD, on a personal computer with Intel (R)
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Core (TM) 2 Quad CPU Q6600 2.4 GHz, 3.24 GB of RAM, working under the
Windows XP SP2 operating system.

We have initialized PSA by the first BFS x = (l; b − Al) and AMHD by
the SFS {x, JB}, where x = (l; b − Al) and JB = {p + 1, p + 2, . . . , p + m}.
Furthermore, we have put for AMHD η = 1 and µ = 1.

The numerical results are reported in Table 1, where cpu and niters represent
respectively the mean cpu time and the average number of iterations of the ten
problems generated for each class. In the sixth and the seventh column of Table
1, we give the cpu time ratios (cpu time of PSA)/(cpu time of AMHD) and
iteration ratios (number of iterations of PSA)/(number of iterations of AMHD)
for the corresponding dimensions. At the end of each set of LPs, we give the
mean values of the above ratios.

We plot the ratios of PSA over AMHD for problems with dimension n × n.
The graph is shown in Figure 1. From the graph shown in Figure 1, we see

Table 1. Results for LPs of density 5%

Algorithm→ PSA AMHD PSA/AMHD

Dimension↓ cpu niters cpu niters cpu niters

200× 200 2.36 1434.70 0.84 417.70 2.81 3.43

400× 400 27.37 6224.30 6.29 1193.90 4.35 5.21

600× 600 124.15 13270.50 22.43 2038.80 5.53 6.51

800× 800 373.47 22643.30 61.51 3114.30 6.07 7.27

1000× 1000 959.42 36324.10 129.09 4140.50 7.43 8.77

Mean ratio 5.24 6.24

100× 200 0.68 608.50 0.46 288.20 1.48 2.11

200× 400 4.15 1592.40 3.20 809.30 1.30 1.97

300× 600 15.74 3058.10 10.78 1386.70 1.46 2.21

400× 800 46.63 5127.00 29.82 2168.00 1.56 2.36

500× 1000 103.59 7338.10 65.07 2981.40 1.59 2.46

Mean ratio 1.48 2.22

200× 100 0.25 223.00 0.15 129.10 1.67 1.73

400× 200 3.80 1624.10 1.08 429.90 3.52 3.78

600× 300 16.53 3858.80 3.73 830.90 4.43 4.64

800× 400 43.70 7182.70 8.88 1270.90 4.92 5.65

1000× 500 104.73 10821.40 18.66 1790.40 5.61 6.04

Mean ratio 4.03 4.37

Total mean ratio 3.58 4.28

that when the problem dimension increases, the superiority of AMHD over PSA
increases. Particularly, for problems with dimension 1000× 1000, our algorithm
is 7.43 times faster than PSA in terms of cpu time and solves the problems 8.77
times faster than PSA in terms of number of iterations. However, we need to
compare the two algorithms performances on real benchmarks LP test problems
to obtain more refined conclusions.
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Fig. 1. Ratios of PSA over AMHD for LPs of dimension n× n

5 Conclusion

In this work, we have suggested a new search direction for the adaptive method;
sufficient and necessary conditions are derived to characterize the optimality of
the current solution and an algorithm called the adaptive method with hybrid
direction and long step rule is described. In order to compare the suggested al-
gorithm (AMHD) with the primal simplex algorithm employing Dantzig’s rule
(PSA), we have implemented the two algorithms under the MATLAB envi-
ronnement. In the implementation, we have used the LU factorization of the
basic matrix to solve the linear equations systems and the Sherman-Morrison-
Woodbury formula to update the LU factors. Furthermore, we have compared
the two algorithms on a large set of randomly generated LP problems of different
dimensions and density of 5%. The obtained numerical results are quite encour-
aging because the proposed algorithm outperforms the primal simplex algorithm
using Dantzig’s rule on almost all the randomly generated tests. Indeed, our al-
gorithm is very efficient in relation to the primal simplex algorithm, particularly,
on the test problems of higher dimension. In future works, we will apply some
crash procedure like that proposed in [18] in order to initialize AMHD with a
good initial support. Furthermore, we will implement some modern sparse al-
gebra techniques to update the LU factors [8] and test the performances of our
algorithm on practical LP test problems [20].
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Abstract. In simulation, the electrical vehicle energy management prob-
lem can be expressed as an optimal control problem. In this work, we
discuss on a new formulation and about the way to approximate the
global solution of an optimal control problem of Bang-Bang type via a
discretization technique associated with a Branch and Bound algorithm.
The problem that we focus on is to compute the minimal energy con-
sumption of an electrical car achievable on a given driving cycle. In last
section, we consider a second criteria that is the maximization of the
distance browsed leading to a bi-criteria optimal control problem. We
extend our Branch&Bound algorithm to construct the Pareto front.
keywords : Discretization techniques, Optimal Control, Bang-Bang con-
trol, Branch and Bound, Multiple criteria optimization, Pareto front,
Goal Programming.

1 Introduction

Electrical vehicle uses an electrical energy source for its displacement that can be
reversible. This work focuses on the energy management. The objective is to find
the control strategies and compute the minimal energy consumption achievable
by the electrical vehicle on a given driving cycle. The main approaches have
been studied, including the Pontriagin maximum principle (PMP) and direct
methods. Indirect methods, based on the PMP are famous for their speed and
accuracy. However, their implementation using shooting methods may face some
difficulties in practice when the structure of control is bang-bang type. Indeed,
these methods transform the original problem by solving a system of nonlinear
equations. In this case, the system is not regular, and its numerical solution is
particularly sensitive to the choice of initial point. Note also that the presence of
a constraint on the state only increases its complexity. Direct methods, in turn,
traditionally involve total or partial discretization of the problem, and then use
various approaches (SQP and interior point techniques for example) to solve
the problem arising. Nevertheless, they are relatively imprecise and can lead to
problems of large sizes depending on the used step of discretization. Also, these
methods are less suitable for certain special cases, including problems with a
bang-bang structure yielding a large number of switching operations. We discuss
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about the way to solve efficiently the problem of the minimization of the energy
which is consummated by an electrical car during an imposed displacement, see
[1] for an overview on this type of problems. To solve this problem, we reformulate
it following the construction of current regulator technique to obtain a global
optimization problem that can be solved using Branch and Bound algorithm.
Using this technique, the benefit obtained is the reduction of the computation
requirements and the algorithm can be embedded within a real time predictive
control framework.

2 Model Overview

Fig.1 concerns the standard traction link between the different components of
the constitution of the vehicle in question. The modeling of this transmission
chain consists of two parts: electrical part in association with battery, converter
and motor; and mechanical part in association with transmission and vehicle.
Each part is described by a differential equation (one for the current inside the
motor and one for speed).

Fig. 1. Standard traction link

The energy confined in the battery is regulated in the converter using the
control parameter u, and the current delivered to the motor is submitted to the
differential equation (1)

dim(t)
dt

=
u(t)Valim −Rmim(t)−KmΩm(t)

Lm
(1)

The movement of the motor is transmitted to the vehicle via the transmission
provided with a coefficient ratio. The differential equation in this part is given
in the speed rotor parameter by (2)

dΩm(t)
dt

=
1
J

(
Kmim(t)− r

Kr

(
MgKf +

1
2
ρSCx

(
Ωm(t)r

Kr

)2
))

(2)

93



To know the position of the vehicle, we can infer it from the third differential
equation (3).

dpos(t)
dt

=
Ωm(t)× r

Kr
(3)

V (t) = 3.6×r
Kr

Ωm(t) gives linear celerity of the car in km/h.
The performance index is given by the energy formula (4)

E(tf , im, u) =
∫ tf

0

(u(t)im(t)Valim + Rbatu
2(t)i2m(t))dt (4)

where E represents the electrical energy consummated during the displace-
ment on the cycle [0, tf ]. The quadratic term reflects the losses due to the internal
resistance of the battery. The system allows to recover the kinetic energy under
deceleration to recharge the battery.

The problem that we are interested with can be formulated as an optimal
control problem (5):





minim(t),Ω(t),pos(t),u(t) E(tf , im, u)
s.t.



˙im(t) = u(t)Valim−Rmim(t)−KmΩ(t)
Lm

Ω̇(t) = 1
J

(
Kmim(t)− r

Kr

(
MgKf + 1

2ρSCx

(
Ω(t)r
Kr

)2
))

˙pos(t) = Ω(t)r
Kr

|im(t)| ≤ 150
u(t) ∈ {−1, + 1}

(im(0), Ω(0), pos(0)) = (i0m, Ω0, pos0) ∈ R3

(im(tf ), Ω(tf ), pos(tf )) ∈ T ⊆ R3

(5)

The state variables are: (i) im the current inside the motor; (ii) Ω the angular
speed; (iii) pos is the position of the car. The control u is in {−1, 1} (a Bang-
Bang structure). In this problem, we have a constraint on a state variable to
limit the current inside the motor in order to discard the possibility to destroy
it. The other terms are fixed parameters and represent some physical things:
Kr = 10, the coefficient of reduction; ρ = 1.293kg/m3, the air density; Cx = 0.4,
the aerodynamic coefficient; S = 2m2, the area in the front of the car; r = 0.33m,
the radius of the wheel; Kf = 0.03, the constant representing the friction of the
wheels on the road; Km = 0.27, the coefficient of the motor torque; Rm = 0.03Ω,
the inductor resistance; Lm = 0.05, inductance of the rotor; M = 250kg, the
mass; g = 9.81, the gravity constant; J = M × r2/K2

r ; Valim = 150, the battery
voltage; Rbat = 0.05Ω, the resistance of the battery. This problem is subject to
the boundary conditions. The initial conditions are given by the starting point
(i0m, Ω0, pos0) at the starting time t0 = 0, but the target set T at the final time
tf is free and depends on the instances of the problem; it could be a point of R3
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but one or two variables could not be fixed: for example just the final position
equal to 100m is required (see the numerical section).

For the moment, the fact that we have a constraint on the state associated
with the fact that it is a Bang-Bang control involves a lot of difficulties when
using the Pontriagin method which does not permit to obtain solutions (even
local ones).

With direct methods, the procedure leads to problems of large sizes depend-
ing on the used step of discretization. In our case, if we discretize all the cycle
of time by fixing the value of the control, it is necessary to have very small steps
else the value of the current inside the motor will change too roughly.

Dynamic programming using Hamilton- Jacobi Bellman equation, is a tech-
nique which compares the optimal solution with all the other solutions. This
global comparison, therefore, leads to optimality conditions which are sufficient.
The only disadvantage of DP (which often rules out its use), is that it can easily
give rise to enormous computational requirements, which is the case with our
problem [2].

Thus, in this paper we propose another original methodology to solve this
problem yielding to some discretized problems which are solved using an ex-
act Branch and Bound algorithm. This new method provide exact results for
the discretized formulations which correspond to approximations of the global
solutions of Problem (5).

3 Approximation of Problem (5)

First we remark that the energy formula is only depending on the current and the
control. Therefore, it is just required to search the trajectory of the current that
minimizes the consumption of the energy. If we discretize all the interval of time
[0, tf ] by fixing the value of the control u, it is necessary to have very small steps
about 10−3 for at least to be able to control the current through the motor. That
will generate a very huge mixed integer non-linear global optimization problem
which is, for the moment, impossible to solve using direct methods of optimal
control.

An idea, which directly comes from the numerical simulation of the behavior
of the car, is to impose during some short sample of time the value of the
current inside the electrical motor of the vehicle. This is possible using the control
parameter u(t). Thus, if we impose a reference current iref , if im(t) > iref + ∆

2

then u(t) := −1 and if im(t) < iref − ∆
2 then u(t) := 1 (see fig.2).

The control switches between the two values of u when the current inside the
motor exceeds the value of iref with respect to the tolerance ∆.

The exceeding boundaries of the ∆ band over a step time is due to the fact
that the current is close to the borders of the ∆ band at the end of the previous
step. The maximum overflow is 0.3 amps for 10−4 time discretization stepsize.

This technique is just a way to construct a regulator of current which is a
first step before making a speed regulator for an electrical car. Hence, using this,
the following differential system of equations can be solved:
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Fig. 2. Management principle by reference current

V St0,iref (t) :=





Ė(t) = u(t)im(t)Valim + Rbatu
2(t)i2m(t)

˙im(t) = u(t)Valim−Rmim(t)−KmΩ(t)
Lm

Ω̇(t) = 1
J

(
Kmim(t)− r

Kr

(
MgKf + 1

2ρSCx

(
Ω(t)r
Kr

)2
))

˙pos(t) = Ω(t)r
Kr

u(t) :=




−1 if im(t) > iref + ∆

2

+1 if im(t) < iref − ∆
2

u(t) else.
(E(t0), im(t0), Ω(t0), pos(t0)) = (Et0 , it0m, Ωt0 , post0) ∈ R4

u(t0) := 1;
(6)

where t0 is the initial time which is not necessary equal to 0.
This system of differentiable equations can be efficiently solved using a clas-

sical differentiable integrator such as for example Euler, RK2, RK4 with a step
of time less than 10−3. The function V S(t0,iref (t) will compute in theory all the
values for E(t), im(t), Ω(t), pos(t), for all t ∈ [t0, tf ] but in practice only values
for a discretized time ti ∈ [t0, tf ] is available. Here, we are interested by the final
values of the state variables, hence we define a function:

V SF (iref, t0, tf ) := (E(tf ), im(tf ), Ω(tf ), pos(tf )) ∈ R4.

All the computations are performed using the function V S(t0,iref (t) which
solves the system of differential equations (6) under the initial conditions (Et0 , it0m,
Ωt0 , post0).

4 The global optimization problem

The main idea of this work is to subdivide the cycle of time [0, tf ] into P subin-
tervals. In each sample of time [tk−1, tk] with k ∈ {1, · · · , P} (tk = k × tf

P ),
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we apply a reference current irefk which takes values in [−150, 150] in order to
directly satisfy the constraint on the state variable of Problem (5).

Thus, we focus on the resolution of the following global optimization problem:





miniref∈[−150,150]P
∑P

k=1 Ek

u.c.

(Ek, ik, Ωk, posk) := V SF (irefk, tk−1, tk)
(E0, i0, Ω0, pos0) = (E0, i0m, Ω0, pos0) ∈ R4

(iP , ΩP , posP ) ∈ T ⊆ R3

(7)

Problem (7) is a good approximation of the initial problem (5) which gener-
ates just a few number of variables P .

5 Dedicated Branch and Bound Algorithm

For the moment, we are not able to solve exactly the global optimization prob-
lem (7), thus we need to discretize also the possible values for the reference
current: iref ∈ {−150,−150 + s,−150 + 2 × s, · · · , 150}P ; we will take inte-
ger values for s which divide exactly [−150, 150]. Therefore, the set of solution
becomes finite and could be enumerated. Nevertheless, if we want to have a
good approximation for the resolution of the global optimization problem (7)
we have to discretize into small samples and the finite set of possible points
becomes rapidly too huge to be entirely enumerated in a reasonable CPU-time.
The idea is then to use a Branch and Bound algorithm in order to not explore
all the finite set of solutions.

5.1 Computing bounds technique

For using such an algorithm, we have to elaborate a technique to compute bounds
for the four main parameters: Ek, ik, Ωk, posk over a box IREF ⊆ {−150,−150+
s,−150+2×s, · · · , 150}P and for given t0 and tf . In order to be more efficient, in
a previous sample, we compute 4 matrices: ME ,Mi,MΩ ,Mpos where the columns
corresponds to values when iref is fixed with it0m = iref and the rows provides
values for the entities when a speed Ωt0 is given (we discretize also the possible
values of the speed).

iref = −150 + (j − 1)s

.

.

.

Ω
tk−1 = (i − 1)pasV · · · mΘ(i, j)

pasV is a discretization step of the speed values.
Θ represents one of these symbols E, Ω, pos.
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eE = (1, 0, 0, 0), eΩ = (0, 0, 1, 0), epos = (0, 0, 0, 1)

mΘ(i, j) =< V SF (iref, tk−1, tk), eΘ >

taken when computing the function V Stk−1,iref (t) over a sample time [tk−1, tk]
and under the initial conditions

(Etk−1 , itk−1
m , Ωtk−1 , postk−1) = (0, iref, Ωtk−1 , 0)

For example mE(i, j) represents the value of the energy which is consum-
mated during a sample of time [tk−1, tk] when iref corresponds to the jth com-
ponents of the set {−150,−150 + s,−150 + 2× s, · · · , 150} with it0m = iref and
the ith row corresponds to the discretized value of the speed, the other initial
values are taken equal to 0: i.e., Etk−1 = postk−1 = 0.

When a box IREF is considered, we can compute bounds for E, i, Ω and
pos by computing the integer sets I and J of the indices corresponding to the
possible values of the speed at the previous sample and the possible values of
iref . Then, we have to compute the bounds which correspond to the minimal
and maximal values of mE(i, j),mi(i, j),mΩ(i, j),mpos(i, j) with (i, j) ∈ I × J .
To obtain the final value for E and pos, we have to sum all the lower and upper
bounds.

The rest of the Branch and Bound algorithm that we develop is simple and
uses the following classical principle: (i) subdivision into two (distinct) parts
of the enumerate set IREF (which represents the possible values for iref);
(ii) the upper bound is updated by taking the middle of the box IREF if the
constraints are satisfied and if its value is better than the previous one (we start
with +∞);(iii) we branch following the heuristic of lowest lower bound of the
energy.

5.2 Heuristics alternative

The Branch and Bound algorithm uses the data pre-processing when computing
matrices. These data are exploited in order to reduce the computing time bounds.
Indeed, the exact method described above to compute bounds is expensive for
CPU-time. So, interest was paid for two heuristics H1 and H2.

For H1, it is taken as lower bounds, the values of each sub-matrices induced
corresponding to the first row and first column mE(i1, j1); mΩ(i1, j1); mpos(i1, j1).
As upper bounds, the values corresponding to the last rows and last columns
mE(in, jm); mΩ(in, jm); mpos(in, jm).

For H2, we keep the same bounds as the heuristic H1 for the position. For
the energy and the speed, as lower bounds, we compute the minimum value on
the first row. As upper bounds, the maximum value on the last row.

Lower bounds minj∈J mE(i1, j); minj∈J mΩ(i1, j); mpos(i1, j1).
Upper bounds: maxj∈J mE(in, j); maxj∈J mΩ(in, j); mpos(in, jm).
Time computing matrices depends on the sample of time tk − tk−1 = tf

P ,
on the pasV (step of discretization of the speed), on the integer value of s
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(which sudivide the intervalle [−150, 150] of reference current), on the RK4
integrator step of time and the value of ∆. If we fix the RK4 integrator step
to 10−4, pasV = 0.1 and ∆ = 1, the preprocessing time to compute matrices is
proportional with (tk − tk−1) and inversely with s.

6 Numerical Experiments

To illustrate our method, we simulated it for a displacement of 100 meters, and a
cycle tf = 10 seconds: (im(0), Ω(0), pos(0)) = (0, 0, 0); (im(tf ), Ω(tf ), pos(tf )) ∈
T = R×R× {100}.

In our simulation, we compare the three heuristics for the parameters P = 5
and s = 10, we obtain (for the discretized problem) the exact solution iref =
(150, 90, 30,−30,−110) corresponding to the minimal value Emin(10) = 23272J .
Moreover, we have pos(10) = 100.24m. This computation is performed for 10−4

RK4 integrator step and pasV = 0.1. We add 167s of pre-processing to compute
matrices simulated on MatLab 9 on a standard PC Laptop with 4GB of RAM.

CPU − time (s) Emin (J) iref iterations
ME 13.15 23272 (150, 90, 30, − 30, − 110) 31531
H1 1.68 23272 (150, 90, 30, − 30, − 110) 15102
H2 3.97 23272 (150, 90, 30, − 30, − 110) 16023

Note that if we compute this solution directly using RK4 numerical integra-
tor (without using matrices) we obtain Emin = 23313J and pos = 99.36m and
the error computation is about 0.17% for the energy and 0.87% for the position.

Although the three heuristics give the same solution for the instance shown,
the faster heuristic H1 remains less effective in some cases. however, H2 is more
robust and gives in most cases, satisfactory results with a time saving of 70%
compared to the exact method ME. This solution is represented in fig.3.
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Fig. 3.

For P = 5 and s = 2.5, we obtain the solution iref∗ = (150.0, 82.5, 35.0, −
25.0, −105.0) corresponding to the minimal value Emin∗(10) = 23102J . More-
over, we have pos∗(10) = 100.04m. The CPU-time computation is about 1356s
(add 659s of pre-processing) corresponding to 309669 iterations of the Branch
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and Bound algorithm. This long CPU-time strongly depends on the parame-
ter s and also P which is understandable for a Branch and Bound code (the
complexity of such an algorithm depends on ( 300

s + 1)P number of solutions).
Therefore an idea to obtain much more precise solutions, is simply to run the

Branch and Bound code iteratively by defining more precise zones around the
previous exact solutions and by increasing parameter P and decreasing s.

With the solution obtained above (fig.3) iref = (150, 90, 30,−30,−110) over
a sampling period [0, 2], (P = 5; s = 10), this one is equivalent to iref =
(150, 150, 90, 90, 30, 30,−30,−30,−110,−110) over the sampling period [0, 1],
(P = 10; s = 10). Spreading it on a maximum range of 40 amps, we generate a
box IREF = [130, 150] × [130, 150] × [70, 110] × [70, 110] × [10, 50] × [10, 50] ×
[−50,−10]× [−50,−10]× [−130,−90]× [−130,−90].

Each solution found is returned for a new iteration. The following table gives
the refined solutions after 3 iterations.

Instance iref Emin CP U-time max.range Iterations
(J) (s) (amps)

P = 5, (150, 90, 30,−30,−110) 23272 3.97 300 16023
s = 10

P = 10, (150, 140, 90, 90, 30, 22860 920 40 127460
s = 10 30,−20,−20,−100,−130)

P = 10, (150, 140, 95, 85, 30, 22852 2900 20 227396
s = 5 30,−15,−30,−100,−130)

P = 10, (150, 139, 97, 85, 30, 22691 805 4 124854
s = 1 30,−16,−31,−101,−131)

With the improved solutions, we obtain a gain of 2.50% on the performance
index for 4625s more. The curves (fig.4) are from the latest refined solution.
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We remark that the current im remains trapped around iref with respect to
the tolerance ∆. The values of u switches many times between −1 and +1; this
is due to the fact that the current in the motor increases too quickly (around
of 3A every 10−3s). Moreover, the curve of the energy decreases at the end of
the cycle because this corresponds to the recovery phase. Note that the final
speed is not equal to zero because the final time is too short. So, the Branch and
Bound code can take this parameter into account. to compare the solutions, we
simulate the same previous instance by adding a constraint on the final speed -ie-
a displacement of 100 meters, and a cycle tf = 10 seconds with null final speed:
(im(0), Ω(0), pos(0)) = (0, 0, 0); (im(tf ), Ω(tf ), pos(tf )) ∈ T = R×{0}× {100}.
We obtain the following table which compute refined solutions. The minimum
energy consumption for this case is higher than the case where we not consider
the constraint on the speed.
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Instance iref Emin CP U-time max.range Iterations
(J) (s) (amps)

P = 5, (150, 110, 40,−70,−150) 26517 14 300 37437
s = 10

P = 10, (150, 150, 130, 90, 30, 25645 543 40 97429
s = 10 20,−50,−60,−150,−150)

P = 10, (150, 145, 130, 90, 35, 25362 472 20 91304
s = 5 15,−45,−55,−150,−150)

P = 10, (150, 143, 129, 92, 37, 25259 63 4 37764
s = 1 14,−45,−55,−148,−150)
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the Branch and Bound code can take also the speed parameter into account.
We simulate the same previous instance by adding a constraint on the speed
state variable who indicates the speed limits authorized for the displacement, -
ie- a displacement of 90 meters, and a cycle tf = 10 seconds with null final speed:
(im(0), Ω(0), pos(0)) = (0, 0, 0); (im(tf ), Ω(tf ), pos(tf )) ∈ T = R×{0}× {100}.
We specify that for such parameters, it is not possible to do the displacement of
100m, with a speed limited to 50km/h, in one time limited to 10s. We obtain
the following table which compute refined solutions.

Instance iref Emin CP U-time max.range Iterations
(J) (s) (amps)

P = 5, (150, 80, 20,−30,−150) 21284 0.65 300 2911
s = 10

P = 10, (150, 150, 80, 70, 30, 20218 100 40 42633
s = 10 0,−20,−30,−130,−150)

P = 10, (150, 145, 85, 70, 25, 20061 145 20 52770
s = 5 10,−20,−40,−125,−150)

P = 10, (149, 145, 84, 69, 27, 20054 44 4 34442
s = 1 12,−19,−39,−127,−150)
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7 Application to a Bi-Criteria optimization problem

Let consider the following bi-criteria optimization problem




minim(t),Ω(t),u(t) (E(tf , im, u), − pos(tf , Ω))
s.c.



˙im(t) = u(t)Valim−Rmim(t)−KmΩ(t)
Lm

Ω̇(t) = 1
J

(
Kmim(t)− r

Kr

(
MgKf + 1

2ρSCx

(
Ω(t)r
Kr

)2
))

|im(t)| ≤ 150
Ω(t) ≤ V l×Kr

3.6×r

u(t) ∈ {−1, + 1}

(im(0), Ω(0)) = (i0m, Ω0) ∈ R2

(im(tf ), Ω(tf )) ∈ T ⊆ R2

(8)

V l is the limit speed authorized for the circulation given in km/h.
pos(tf , Ω) is the position of the vehicle at time tf that is led by the equation (9)

pos(tf , Ω) =
∫ tf

0

Ω(t)× r

Kr
dt. (9)

The methodology proposed to solve this problem leans on our Branch and
Bound algorithm that provides exact solutions for the discretized problem which
correspond to approximate solutions for the global optimization problem (10)





miniref∈{−150,−150+s,−150+2s,···,150}P (
∑P

k=1 Ek, −∑P
k=1 posk)

s.c.
(Ek, ik, Ωk, posk) := V SF (irefk, tk−1, tk)
Ωk ≤ V l×Kr

3.6×r

(E0, i0, Ω0, pos0) = (E0, i0m, Ω0, pos0) ∈ R4

(iP , ΩP ) ∈ T ⊆ R2

(10)

The two considered criteria (minimize the energy consumed and maximize
the distance performed on a fixed cycle) are of conflicting type. By optimizing
only one criteria without taking into account the other, we get the ideal point
(E∗

min, pos∗max) = (31780J, 115.38m). Theses results are obtained for a cycle
of time tf = 10s, V l = 50km/h with initial conditions (im(0), Ω(0)) = (0, 0)
and final conditions (im(tf ), V (tf )) ∈ T = R × {50km/h}. The parameters of
simulation are P = 5 and s = 10.

For E∗
min = 31780J , the performed distance is pos∗ = 26.75m. For pos∗max =

115.38m, the energy consumed is E∗ = 47846J .
To construct the Pareto front (fig.7), we discretize the values of position

between pos∗ and pos∗max.
In multiple criteria optimization problem, the research of the best compro-

mise used in Goal Programming method implies to minimize the value
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Fig. 7. Pareto front

‖(E(tf , im, u), pos(tf , Ω))− (E∗
min, pos∗max)‖p, where ‖.‖p is the norm of Lp. It

is useful in this case to put the two criteria in the same size order. The obtained
solution is reached for (E = 37615 J, 83 m) with L2 norm ; (E = 36544 J, 78 m)
with L1 norm and (E = 37892 J, 84 m) with L∞ norm.

8 Conclusion

The energy management problem of an electrical vehicle has been written as an
optimal control problem with bang bang control, which is, in general, difficult
to solve using PMP and direct methods.

In this paper, we show an original way based on discretization and a Branch
and Bound method to solve a hard global optimization problem which is an ap-
proximation of an optimal control problem. An algorithm was derived and can
be exploited for multicriteria problems. It remains to be improve it by investi-
gating topics such as management of routes with slopes and regulation using the
reference speed.

Also, in a future work, we want to improve the efficiency of our Branch
and Bound algorithm. Furthermore, we are interested by the resolution of Prob-
lem (7) directly by computing bounds.
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Résumé. Nous proposons une nouvelle méthode pour résoudre les problèmes
semi-infinis convexes par l’utilisation d’une combinaison de deux méthodes. L’une
est la méthode de descente du gradient et l’autre est la méthode de discrétisation.
A chaque itération, la valeur de la fonction objectif décroit strictement et de plus
on a une solution admissible, donc si on decide d’arrêter l’algorithme aprés un
nombre fini d’itérations, nous disposons d’une solution admissible et pour cer-
tains problèmes l’admissibilité est aussi importante que l’optimalité. Des tech-
niques d’optimisation globale sont utilisées pour maintenir l’admissibilité. La
convergence de notre algorithme est démontrée. Un exemple numérique est traité
pour dérouler notre algorithme.
Mots clés: Optimisation semi-infinie convexe, Optimisation globale, Branch
and Bound, Bornes inférieure et supérieure, Méthode du gradient.

1 Introduction

On considère le problème suivant:

(SIP )





min f(x)
g(x, s) ≤ 0, ∀s ∈ S ⊂ R

x ∈ Rn

avec f et g de classe C2 et convexes par rapport à x, S est un compact de
R. On suppose que g est lipschitzienne par rapport à x(i.e |g(x, s) − g(y, s)| ≤
L||x − y||, ∀x, y ∈ Rn,∀s ∈ S). Il existe plusieures méthodes pour résoudre le
problème (SIP ) exemple: la méthode de discrétisation, la méthode des coupes,
la méthode du lagrangien etc...( voir [1], [5], [6], [8], [11]). L’inconvenient pour
ces méthodes est que si on décide d’arrêter l’alogorithme après un nombre fini
d’itérations la solution approchée n’est pas admissible puisqu’on a des approx-
imations externes, pour certains problèmes l’admissibilité est aussi importante
que l’optimalité. Avec notre méthode, on gènère deux suites de points, l’une
admissible et l’autre non admissibles donc on a soit une solution optimale ou
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bien une solution approchée admissible. Notre méthode consiste en une com-
binaison de la méthode du gradient et de la méthode de discrétisation en par-
tant d’un point strictement admissible qu’on peut trouver par la méthode des
centres des hyperrectangles. A chaque itération la valeur de la fonction objec-
tif décroit strictement. L’article est organisé comme suit: A la section 2, on
présente une méthode de construction d’une fonction borne supérieure, à la sec-
tion 3, l’algorithme et sa convergence sont présentés. un exemple numérique pour
dérouler notre algorithme est présenté à la section 4.

2 Fonction borne supérieure

Nous allons maintenant expliquer comment calculer la fonction borne supérieure
d’une fonction de classe C2 sur un intervalle [a, b] qu’on va utiliser dans la
méthode Branch and Bound pour le calcul des wk en résolvant le problème
d’optimisation globale maxs∈Sg(xk, s) .

Pour m ≥ 2, Soient {v1, v2, ......, vm} des fonctions linèaires par morceaux
(voir [2]):

vi(x) =





x−xi−1
xi−xi−1

si xi−1 ≤ s ≤ xi
xi+1−x
xi+1−xi

si xi ≤ x ≤ xi+1

0 sinon.

On a

i=m∑

i=1

vi(x) = 1, ∀x ∈ [a, b] et vi(xj) = 0 si i 6= j, 1, sinon.

Soit Lhf la fonction d’interpolation de f aux points x1, x2, ......, xm :

Lhf(x) =
∑i=m

i=1 f(xi)vi(x).

Le résultat suivant de [2] donne une borne supérieure et une borne inférieure
de f sur l’intervalle [a, b], (h = b− a) .

Théorème 1,[2]
Pour tout x ∈ [a, b], on a |Lhf(x)− f(x)| ≤ 1

8Kh2, i.e.,

Lhf(x)− 1
8
Kh2 ≤ f(x) ≤ Lhf(x) +

1
8
Kh2.

Dans [16] La fonction borne infèrieure de f est proposée

Lf(x) := Lhf(x)− 1
2
K(x− a)(b− x) ≤ f(x), ∀x ∈ [a, b] .

On a montré (voir [16]) que cette borne inférieure est meilleure que celle
donnée dans [2]:
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Lf(x) ≥ Lhf(x)− 1
8
Kh2.

On introduit maintenant une fonction borne supérieure quadratique de f .

Théorème 2
Pour tout x ∈ [a, b], on a

Lhf(x) +
1
8
Kh2 ≥ Uf(x) := Lhf(x) +

1
2
K(x− a)(b− x) ≥ f(x). (1)

Preuve
Soit E(x) la fonction definie sur [a, b] par

E(x) =Lhf(x) + 1
8Kh2 − Uf(x)

E est convexe sur [a, b] , et sa dérivée est égale à zéro au point x∗ = 1
2 (a + b).

Alors, pour n’importe quel x ∈ [a, b] on a

E(x)≥ min{E(x) : x ∈ [a, b]} = E(x∗) = 0.

donc, la première inégalité en (1) est vérifiée. Considerons maintenant la
fonction φ definie sur S par

φ(x) := Uf(x)− f(x) = Lh(x) + 1
2K(x− a)(b− x)− f(x).

On a φ′′(x) = −K − f ′′(x) ≤ 0 pour tout x ∈ S. alors φ est une fonction
concave, et pour tout x ∈ [a, b] on a

φ(x) ≥ min{φ(x) : x ∈ [a, b]} = φ(a) = φ(b) = 0.

La deuxième inégalité dans (1) est donc prouvée.

3 Principe de la méthode

On commence notre méthode par la résolution du problème discrétisé incluant
les deux extrémités de S, et on vérifie l’admissibilité, alors on a deux cas
1er cas: La solution est admissible donc elle est optimale puisque le domaine du
problème discrétisé contient le domaine du problème (SIP ).
2ème cas: La solution n’est pas admissible alors la solution du problème (SIP )
se trouve sur la frontière de son domaine (le gradient de f ne s’annule pas sur
le domaine de (SIP ).
Ensuite on va chercher un point strictement admissible en utilisant la méthode
suivante:
Supposons que nous sommes à l’itération k et qu’on n’a pas encore trouvé de
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point strictement admissible alors on résout les 2n problèmes convexes (i = 1, .., n)
suivants :

(
P i,min

Hk

)




min xi

g(x, sj) ≤ 0, j = 1, .., m
g(x, sxHt

) ≤ 0, t = 0, ..., k − 1

(
P i,max

Hk

)




maxxi

g(x, sj) ≤ 0, j = 1, .., m
g(x, sxHt

) ≤ 0, t = 0, ..., k − 1

on obtient l’hyperrectangle Hk,on calcule son centre CHk

ensuite on résout le problème suivant:

max
s∈S

g(CHk
, s)

soit sCHk
sa solution

i) Si g(CHk
, sCHk

) < 0 stop CHk
est strictement admissible .

ii) Si g(CHk
, sCHk

) > 0 alors CHk
n’et pas admissible, on ajoute le point

sCHk
à la discretisation et on répète la procédure

Comme les hyperrectangles sont emboités et qu’ils contiennent tous le do-
maine du problème semi-infini, alors ceci va nous permettre de trouver un point
strictement admissible.

Soit x1 le point strictement admissible, on calcule w1 en résolvant le problème
d’optimisation globale

maxsg(x1, s) ≤ w1 ≤ maxsg(x1, s) + 1

A l’itération k, on calcule

maxsg(xk, s) ≤ wk ≤ maxsg(xk, s) + 1
k

On pose

xk+1 = xk + αkdk

Si −wk

L ≥ 1
k alors poser

αk = 1
k et dk = − ∇f(xk)

||∇f(xk)||

Sinon poser

αk = −wk

L et dk = xmk−xk

||xmk−xk||
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avec xmk la solution du problème discrétisé suivant:

(
Pmk

)




min f(x)
g(x, si) ≤ 0, i = 1, ...., k

x ∈ Rn

Théorème 3
Soit xF un point quelconque de la frontère du domaine du problème (SIP ),

alors ||xF − xk|| ≥ −wk

L
Preuve

xF est un point de la frontière alors il existe sF ∈ S tel que g(xF , sF ) = 0 on a

|g(xk, sF )− g(xF , sF )| ≤ L||xk − xF ||,

donc

L||xk − xF || ≥ (g(xF , sF )− g(xk, sF ) ≥ −wk

ce qui implique

||xF − xk|| ≥ −wk

L

wk est tel que maxs g(xk, s) ≤ wk < 0

Ainsi les points xk, k = 0, 1, 2, 3..... trouvés par notre algorithme sont admis-
sibles pour le problème (SIP ).

4 Algorithme et convergence

On décrit maintenant notre algorithme

4.1 Algorithme

Initialisation: Soit ε > 0, S = [s0, s1], calculer L

Etape 1: Résoudre le problème discrétisé

(P0)





min f(x)
g(x, si) ≤ 0, i = 0, 1

x ∈ Rn

pour avoir xm1, sinon infeasibilité. Si xm1 est admissible stop il est optimal,
sinon la solution optimale de (SIP ) se trouve à la frontère de son domaine.

Etape 2: Trouver un point strictement admissible x1
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Etape 3: (Iteration k=1,2,3,.....)

3i) Calculer wk tel que

maxsg(xk, s) ≤ wk ≤ maxs∈Sg(xk, s) + 1
k

3ii) Si −wk

L ≥ 1
k

xk+1 = x(k) + ∇f(xk)
k||∇f(xk)||

Si ||xk+1 − xk|| ≤ ε

stop xk+1 est une solution ε−optimale solution

sinon poser k := k + 1 et aller en 3i)

3iii) Si−wk

L < 1
k

xk+1 = x(k) + −wk(xmk−xk)
L||xdk−xk||

Si f(xk+1)− f(xmk) ≤ ε

stop xk+1 est une solution ε−optimale

sinon poser k := k + 1 et et aller en 3i)

4.2 Convergence

Pour la convergence on a deux cas

1er cas: −wk

L ≥ 1
k

Théorème 4
xk+1 = x(k) + ∇f(x(k))

k||∇f(xk)||

alors la suite xk converge vers la solution optimale du problème (SIP )
Preuve

Soit x∗ une solution optimale du problème (SIP ) ,
x la limite de la suite xk (i.e. on a une suite bornée donc elle admet une sous

suite convergente vers x et on montre facilement que toute la suite converge vers
x)

dk = ∇f(xk)
||∇f(xk)|| ,
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On a

|xk+1 − x∗||2 = ||xk − αkdk − x∗||2 = ||xk − x∗||2 − 2αkdk(xk − x∗) +
(αk)2||dk||2 ≤ ||xk − x∗||2 − 2αk(f(xk)− f(x∗)) + (αk)2(inégalité de convexité)

On applique cette inégalité recurressivement, on obtient

||xk+1 − x∗||2 ≤ ||x0 − x∗||2 − 2
∑k

i=0 αi(f(xi)− f(x∗)) +
∑k

i=0(αi)2

Alors

2
∑k

i=0 αi(f(xk)− f(x∗)) ≤ ||x0 − x∗||2 +
∑k

i=0(αi)2 − ||xk+1 − x∗||2

On a

2mini(f(xi) − f(x∗))
∑k

i=0 αi ≤ 2
∑k

i=0 αi(f(xi) − f(x∗)) ≤ ||x0 − x∗||2 +∑k
i=0(αi)2 − ||xk − x∗||2 ≤ ||x0 − x∗||2 +

∑k
i=0(αi)2

ce qui implique en passant à la limite dans les deux membres

0 ≤ (f(x)− f(x∗)) ≤ ||x0−x∗||2+P∞
i=0(αi)

2

2
P∞

i=0 αi
= 0

⇒f(x) = f(x∗)

Donc x est une solution optimale.

2ème cas: −wk

L < 1
k

xk+1 = x(k) + −wk(xmk−xk)
L||xdk−xk||

On utilise la solution du problème discrétisé xmk qui converge vers la solution
optimale du problème (SIP ) (voir [11]).

5 Exemple numérique

Example ([1])




min x2
2 − 4x2

x1 cos(s) + x2 sin(s)− 1 ≤ 0, ∀s ∈ [0, π]
x1, x2 ∈ R

On résout le problème discrétisé en utilisant les extrémités de l’intervalle 0, π.
La solution trouvée est (x1, 2),−1 ≤ x1 ≤ 1. On vérifie son admissibilité, on
trouve qu’elle n’est pas admissible, alors la solution du problème se trouve sur
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la frontière du domaine admissible.

On calcule un point strictement admissible, on trouve x1 = (0, 0), on calcule
w1 = −1, f(0,0)=0

On calcule la constante de Lipschitz (pour la contrainte), on trouve L = 1,
on calcule aussi ∇f(0, 0) = (0,−4), et ||∇f(0, 0)|| = 4

On a x2 = x1 + w1∇f(0,0)
L||∇f(0,0)|| = (0, 1)

f(x2) = f(0, 1) = −3
on résout le problème maxsg(x2, s) = 0 ce qui implique w2 = 0, s2 = π

2 (i.e.
on a le 2ème cas),
On résout le problème discrétisé avec les points 0, π, π

2 ( i.e. pour avoir une nou-
velle direction de descente)
On trouve la solution xm1 = (x1, 1);−1 ≤ x1 ≤ 1
f(xm1) = −3
f(x2)− f(xm1) = 0
donc x2 = (0, 1) est une solution optimale qui est la même que celle trouvée
dans [1].

6 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle méthode pour résoudre les problèmes semi-
infinis convexes en combinant la méthode du gradient et la méthode de discrétisation.
Des techniques d’optimisation globale sont utilisées pour maintenir l’admissibilité.
La convergence de notre méthode est démontrée ainsi qu’un exemple illustratif
trouvé dans la litterature est traité.
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Résumé. La progression de la technologie mobile ces dernières années a ouvert 
de nouvelles issues pour le développement d'applications mobiles dédiées aux 
dispositifs mobiles tels que iPhone, Andoid et Windows Phone. La 
transformation opérationnelle (TO) est l'une des meilleures techniques qui 
supporte la collaboration en utilisant des dispositifs mobiles, elle est utilisée par 
les éditeurs collaboratifs en temps réel pour permettre à plusieurs utilisateurs de 
modifier le même document partagé simultanément. Toutefois,  le journal (log) 
d’un éditeur collaborative basé sur l’approche TO peut se développer d’une 
manière vertigineuse au fur et à mesure que des opérations arrivent au site et 
que de nouveaux utilisateurs rejoignent le groupe de collaboration, cela finira 
par épuiser la capacité de stockage sur le site et en particulier si le site est un 
dispositif mobile. Dans cet article, nous proposons une nouvelle conception 
d’un modèle de Garbage Collection (ramasse-miettes) distribué pour les 
environnements mobiles et paire à paire (P2P), ce modèle gère de façon 
optimale les ressources des dispositifs mobiles et améliore les performances de 
l’application de l’éditeur collaborative par l’optimisation de la taille du journal.      

           Mots-clé : Garbage Collection, transformation opérationnelle, dispositif mobile. 
 

1 Introduction 

La réconciliation des données divergentes et l’un des problèmes cruciaux des 
environnements mobiles et distribués [1]. Il existe plusieurs systèmes qui permettent 
la réconciliation des données divergentes tels que les synchronisateurs de fichiers, les 
outils pour les PDA (assistant de données personnelles), les outils de gestion de 
configuration avec les outils de fusion, les algorithmes de réplication optimiste dans 
les bases de données, algorithmes de groupware en CSCW et les algorithmes des 
systèmes répartis [2]. 
Un éditeur collaborative en temps réel est une classe de systèmes distribués basée sur 
l'interaction de plusieurs utilisateurs tentant de modifier simultanément un objet 
partagé (texte, image, graphique), tels que des articles scientifiques, pages wiki, 
agenda distribué, et le code source d’un programme.  Un tel système est un moyen 
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d'établir des collaborations afin de parvenir à une tâche commune. Chaque site 
dispose d'une copie de l'objet partagé qui peut le modifier à volonté, et les 
changements sont propagés pour être exécuté sur d'autres copies. Pour intégrer les 
changements effectués dans les autres sites, les éditeurs collaboratifs utilisent une 
approche synchrone des transformées opérationnelles (TO) pour la sérialisation des 
transactions concurrentes. 
Motivation. Comme il est nécessaire pour les éditeurs collaboratifs basés sur les 
transformations opérationnelles utilisant des journaux de mémoriser la trace des 
opérations reçues pour assurer la convergence des données partagées. La motivation 
pour tenir un journal sur chaque site, c'est qu’une opération distante doit intégrer 
l'effet de toutes les opérations concurrentes à être exécutées sur le site récepteur.  
Par conséquent, la taille du journal devient très grande lorsque le nombre d'utilisateurs 
du groupe de collaboration et les opérations échangées augmentent, et aussi lors de 
l'exécution d'une collaboration intense sur une longue duré de temps. Dans cette 
situation, le temps d'intégration et de génération des opérations augmentent et par 
conséquent diminuent les performances des applications collaboratives. 
Toutefois, si la collaboration est mobile; de nombreuses opérations peuvent 
s'accumuler, défiant la capacité des algorithmes actuels basés sur TO qui sont 
principalement conçus pour des groupes en temps réel et la question posée ici est 
comment d'intégrer une opération distante à temps ? Même si le périphérique mobile 
a assez d'espace mémoire, le temps d'intégration d'une opération distante reste 
toujours coûteux, cela est dû à la modeste capacité de calcul des dispositifs mobiles. 
Néanmoins, les opérations reçues par un site collaboratif ne sont pas toutes 
obligatoirement conservées dans le journal, car  une opération peut être supprimée en 
toute sécurité à partir du journal d'un site si (i) elle est déjà reçue dans tous les autres 
sites et (ii) toutes les opérations qui en dépendent sont reçues par tous les sites. 
Par conséquent, à un moment donné nous avons besoin de supprimer le contenu de 
tous les journaux dans chaque site, pour recommencer une autre session de la 
collaboration avec des journaux vides et un même état dans tous les sites, et cela sans 
provocation de divergence d’état.  
Contributions. Dans cet article, nous proposons un système de Garbage Collection 
pour les éditeurs collaboratifs en temps réel basé sur l’approche de la transformée 
opérationnelle (TO) en mode distribué. 
Notre système permet de (i) nettoyer tous les journaux du groupe de collaboration et 
(ii) la conservation de la cohérence et la convergence des données partagées et (iii) 
capable de fonctionner sur des dispositifs mobiles avec le respect de leurs conditions 
particulières et (iv) effectuer le Garbage Collection sans bloquer l'intégration des 
opérations à distance et / ou la génération des opérations locales et (v) de répondre 
aux exigences de Garbage Collection mentionnées dans [3]. 
Dans ce travail, nous nous sommes basé sur des travaux précédents [3,4,5] sur les 
éditeurs de collaboration, nous visons à étendre le modèle de collaboration pour qu’il 
soit supporté sur les dispositifs mobiles et d'améliorer la performance des modèles 
éditeurs de collaboration existants. 
Nous démontrons aussi une bonne mesure de notre modèle de Garbage Collection par 
une étude expérimentale que nous allons la discuter plus tard. 
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1.1 Approche de transformation opérationnelle (TO). 

Une TO est une technique optimiste qui a été proposée  pour résoudre le problème de 
divergence [6]. Le modèle TO considère N sites, chaque site dispose d'une copie des 
objets partagés, quand un objet est modifié sur un site, l'opération est exécutée 
immédiatement et se propage vers d'autres sites pour être exécutée à nouveau. Chaque 
site sauvegarde toutes les opérations exécutées dans un tampon aussi appelé un 
journal (Log). Chaque opération est traitée en quatre étapes: (i) la génération sur le 
site local, (ii) la diffusion vers d'autres sites, (iii) la réception par d'autres sites, (iv) 
l'exécution sur d'autres sites. Le contexte d'exécution d'une opération o reçu peut être 
différent de son contexte de génération. L'objet partagé est une suite finie d'éléments 
de tout type de données, il est représenté par une structure linéaire de données, un 
élément peut être considéré comme un caractère, un paragraphe, une page, un nœud 
XML, etc. Cette structure linéaire de données peut être facilement étendue à une série 
de documents multimédia [7]. Il est supposé que l'objet partagé ne peut être modifiée 
que par les opérations primitive suivantes: (i) Ins (p; e) insère l'élément e à la position 
p; (ii) Del (p) supprime l'élément à la position p. 

1.2 Modèle de Coordination 

Dans le modèle utilisé, nous définissons la requête q comme un quadruplet (c, r, a, o) 
où c est l'identifiant du site collaborateur (ou l'utilisateur) émetteur de la requête et r 
est son numéro de série. Il est à noter que la concaténation de c et de r est définie 
comme l'identifiant de q. La composante a est l'identifiant de la requête de 
précédence, et enfin o est l'opération à être exécutée sur l'état partagé. 
Étant donné un journal (log) L, L [i] désigne la i ième requête de L; | L | est la longueur 
de L, L [i, j] est le sous-journal (sub-log) de L allant de son ième à la jème requêtes avec 
0 <i ≤ j ≤ n-1 tel que n = | L |. 
Dans cet article, nous présentons un nouveau système de Garbage Collection 
développé au-dessus d'un modèle d’éditeur collaboratif présenté dans [5].  
Nous nous sommes  intéressés à ce modèle d’éditeur collaboratif car il offre un 
nouveau cadre de coordination pour les éditeurs collaboratifs en temps réel qui se 
caractérisent par les aspects suivants: (i) L'utilisation d'un système de réplication 
optimiste fournissant un accès simultané à des documents partagés. (ii) la 
conservation de lien de causalité grâce à une nouvelle technique simple appelée 
dépendance sémantique. 
En outre, ce modèle supporte les groupes dynamiques dans le sens où les utilisateurs 
peuvent quitter ou  joindre les  groupes à tout moment. Quand un nouvel utilisateur 
veut joindre un groupe de collaboration, il demande l'état courant du document et le 
journal (log) actuel de l’utilisateur le plus proche afin de commencer la collaboration 
avec les membres de ce groupe. 
Un état stable dans un éditeur collaboratif en temps réel est atteint lorsque toutes les 
opérations générées ont été effectuées sur tous les sites. Pour cela les critères suivants 
doivent être assurés [5]: 
Définition 1. (Critères de cohérence) Un éditeur collaboratif en temps réel est 
cohérent si est seulement si, il satisfait les propriétés suivantes: 
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1) la préservation de la dépendance: si o1 dépend de o2 alors o1 est exécuté avant o2 
sur tous les sites. 
2) la convergence: lorsque tous les sites ont effectué le même ensemble d'opérations, 
les copies des documents partagés sont identiques. 
A l'état stable, journaux (logs) des sites ne sont pas nécessairement identiques parce 
que les opérations simultanées peuvent être exécutées dans un ordre différent. 
Néanmoins, ces journaux doivent être équivalents dans le sens où elles doivent 
aboutir au même état final. 
Définition 2. (Journal Equivalent) Deux journaux sont équivalents si et seulement si 
ils produisent le même état lorsqu'il est appliqué à un état donné St. 
Pour éviter le problème TP2 puzzle [4,5], on définit une classe de journaux qui nous 
permettent de construire des chemins de transformation menant à une convergence 
des données. 
Définition 3. Un journal L est canonique si et seulement si L est la concaténation de 
deux sous-journaux Li (ensemble d'opérations ins insertion) et Ld (ensemble de 
opérations supprimer del) de telle sorte que Li ne contient pas de requêtes de 
suppression et Ld ne contient pas de requêtes d'insertion. 
Les journaux Li et Ld peuvent également contenir des requêtes de modification. Dans 
un journal canonique, on impose un ordre sur les requêtes d'insertion et de 
suppression: une requête d'insertion doit toujours être avant les requêtes de 
suppression. A noter que les journaux vides et les journaux contenant uniquement des 
requêtes d’insertions et / ou suppressions sont également canoniques. 

2 Notre modèle de Garbage Collection 

2.1 Arborescence du journal 

Pour supprimer un journal par une procédure de Garbage Collection, il faut savoir que 
toutes les opérations du journal ont été intégrées dans tous les sites. Pour vérifier cette 
condition, nous comparons la totalité du journal de l'initiateur de session de Garbage 
Collection les journaux des autres sites. Cependant, comparer un journal est une tâche 
coûteuse surtout si nous manipulons un journal de grande taille. Pour surmonter ce 
problème, nous proposons la solution suivante. Chaque site maintien son propre 
journal qui peut être vu comme un arbre de dépendance en utilisant les relations de 
dépendance sémantique. (voir figure 1).  
Les feuilles de cet arbre représentent un résumé de ce qu’un site a reçu comme 
opérations. Soit L l'ensemble des feuilles maintenues par chaque site s. Par exemple, 
dans l'exemple de la figure1,  L = {o3; o4}. 
Deux sites ayant le même ensemble de feuilles signifient qu’ils ont exécuté les mêmes 
opérations et par conséquence, ils ont un journal équivalent. Cet ensemble de feuilles 
est mis à jour à chaque fois qu’une opération est générée localement ou une opération 
distante est reçue en remplaçant l’ancienne feuille par la nouvelle.  
La racine de l'arbre de dépendance notée R représente l'identifiant de l’opération 
racine générée par le site qui a effectué la  procédure de Garbage Collection. 

118



       

L'opération de racine n'a pas d'effet sur l'état des données partagées et respectent les 
critères canoniques de journal (voir la définition 3), elle sert plutôt comme un point de 
rupture (breakpoint) indiquant l’initiation de Garbage Collection. 

 
Figure 1.  L’arbre de dépendance construite à partir du journal 

La suppression d'un élément dépend de l'opération qui a inséré cet élément. o3 dépend 
sémantiquement de o1 et o4 dépend de o2 (pour plus de détails, le lecteur peut se 
référer à [5]). Supposons que o1 et o2 dépendent de l’opération la racine R, le journal 
est considéré comme l'ensemble des feuilles {o3, o4} (figure 1). Toutes les opérations 
concurrentes dépendent systématiquement de l’opération de racine R. 
Nous supposons d'abord que chaque site commence par un journal contenant 
seulement une opération de racine générée par le premier utilisateur qui démarre le 
travail collaboratif. Il est évident que la structure arborescente permet d’extraire 
l'ensemble des feuilles et facilite ainsi la comparaison entre les journaux des différents 
d'utilisateurs. Par conséquent, nous réduisons la taille des opérations analysées pour 
déterminer si la procédure de Garbage Collection est autorisée ou non, puisqu’il suffit 
juste de comparer l'ensemble des feuilles plutôt que l'ensemble de journaux. Donc 
l'arborescence permet la comparaison des feuilles est utilisée aussi pour vérifier si 
tous les utilisateurs ont le même contexte ou pas. 

2.2 Algorithme de Garbage Collection 

Nous avons conçu un nouveau système de Garbage Collection placé comme une 
couche supérieure de l'algorithme de contrôle de concurrence [5] désigné pour gérer 
toutes les interactions simultanées se produisent dans l’éditeur collaborative en temps 
réel. Cet algorithme [5] repose sur (i) la réplication des documents partagés afin de 
fournir l'accès aux données sans contraintes, et (ii) un modèle de cohérence basée sur 
la dépendance causale. Dans notre approche, un éditeur collaborative se compose d'un 
groupe de N sites (où N est variable dans le temps) commencent  une session de 
collaboration à partir d’un même état initial St. Chaque site stocke toutes les requêtes 
exécutées dans un journal canonique L. Notre algorithme de contrôle d'accès 
concurrent avec le modèle de Garbage Collection est donné dans l'algorithme 1.  
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Soit W l’ensemble des opérations attendues par un site et D l’ensemble des sites en 
ligne du groupe. L'idée de notre solution est de créer un sous-journal (sub-log) dans le 
même journal canonique d'application lors du lancement de la session de Garbage 
Collection, ce sous-journal contient l’ensemble d'opérations exécutées après le début 
de Garbage Collection, et respecte les critères canoniques d’un journal.  
Pour appliquer le Garbage Collection, les sites de groupe de collaboration échangent 
des messages de Garbage Collection afin de décider si le nettoyage de journal est 
possible ou pas. En fait, il n'est pas toujours possible de supprimer des opérations à 
partir d’un journal. Par exemple, deux sites ayant des ensembles différents de feuilles 
sont incapables de nettoyer leurs journaux. On peut déduire qu’il existe des opérations 
qui ne sont pas encore reçues par tous les sites,  pour le faire, les sites collaborateurs 
échangent des messages afin de décider le lancement de la procédure Garbage 
Collection :  
  

• Initiation de Garbage Collection  (GCI): est un message envoyé par le site 
initiateur de la procédure de Garbage Collection , le GCI contient 
l'identifiant du site ainsi que l'ensemble des feuilles de L. 

• Acquittement (ACK): quand un site reçoit le message GCI, il calcule la 
différence entre son ensemble de feuilles L et celle reçue dans le GCI, puis 
envoie le résultat à l'initiateur. 

• Ordre de Garbage Collection  (GCO): ce message contient l'opération de 
racine de nouveau arbre vide qui remplacera l'ancienne racine. Ainsi, quand 
il est reçu par les sites, il conduit à la suppression du journal. 

Un site peut avoir deux états en fonction de l'état de la collaboration: active et passive. 
Il est passif quand une procédure de Garbage Collection est en cours d’exécution et 
dès que la procédure est  terminée, il se tourne vers l'état actif. En résumé, le Garbage 
Collection (GC) effectuece qui suit:     
1) Le site initiateur de GC génère une nouvelle opération racine qui sera la nouvelle 
racine R' du journal après la suppression de la racine actuelle et envoie un message 
GCI pour le reste du groupe. Le GCI message contient l’identifiant (ID) de la 
nouvelle racine et l'ensemble des feuilles du journal de l'initiateur. Simultanément, 
l'initiateur continue l'intégration des opérations distantes en utilisant la procédure 
INTEGRATE_REMOTE_GC. Pour la génération des opérations locales, chaque 
opération concurrente exécutée localement  après le début de la session GC dépendra 
de la nouvelle racine R'. Puisque la génération locale des opérations est assurée par la 
procédure GENERATE_LOCAL_GC et le contexte de la dépendance est calculé 
uniquement sur les opérations générées après le début du GC, alors toute opération 
exécutée après le début du GC dépendra de la nouvelle racine R’ ou d'une autre 
opération exécutée aussi après le début du GC.  Il est à noter que les opérations 
locales générées lors de la session GC ne seront pas envoyées jusqu'à ce que tous les 
accusés de réception (ACK) soient reçus par le site initiateur de GC. 
2) A la réception de message GCI, chaque site vérifie si les opérations contenues dans 
ce message sont déjà exécutées ou pas. Pour faire cette vérification, on calcule la 
différence entre l’ensemble des feuilles reçues par le message GCI et les feuilles 
locales du site, le résultat est envoyé dans un message ACK. 
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Algorithme 1. Algorithme de contrôle de la 
concurrence avec le modèle Garbage Collection 

Algorithme 2.  Génération des 
opérations locales pendant GC session  

Algorithme 4. Réception et traitement 
des messages de GC 

1: MAIN 
2: JOIN 
3: INITIALIZATION 
4: while not aborted do 
5:    if there is an input message m then 
6:     GENERATE_MESSAGE(m) 
7:   else 
8:     RECEIVE MESSAGE 
9:   end if 
10: end while 
 
11: INITIALIZATION: 
12: state ← active 
13: R  ← ” ” 
14: W ← ø 
15: L  ← ø 
16: s ← Identification of local user 
17: initiator ← false 
18: FirstInsPos ← 0 
19: InsPos  ← 0 
20: LastDelPos ← 0 
21: OfflineOp ← ø 
 
22: GENERATE_MESSAGE(m): 
23: if m is an operation then 
24:      if state = active then  
25:      INTEGRATE_LOCAL_OPERATION 
26:      else 
27:      INTEGRATE_LOCAL_GC 
28:      end if  
29: else 
30:      if m is a GCI then 
31:      LAUNCH_GC() 
32:      end if 
33: end if 
 
34: RECEIVE MESSAGE: 
35: if m is an operation then 
36:      if m ∈  W  then   
37:        W ←W - m   
38:     end if 
39:     if state = active  then 
40:     INTEGRATE_REMOTE_OPERATION 
41:       else  
42:     INTEGRATE_REMOTE_GC 
43:       end if  
44: else 
45: if m is a log request then 
46:      if state=active then 
47:      SEND LOG 
48:      end if 
49: end if 
50: else 
51:       RECEIVE_GCI_MESSAGE (m) 
52: end if 

1: RECEIVE_GC_MESSAGE (m): 
2: if m = GCI(s’;L’s) then 
3: if s < s0 and initiator = true then 
4: initiator ← false {Abort garbage collection 
initiation}  
5: end if 
6: state ← passive  
7: Lr ← L \ Ls 
8: send ACK(Lr) 
9: else 
10: if m = ACK(L’; s’) and initiator = true then 
11: W ←  W ∪  L’ 
12: D ←  D \ {s’}  
13: end if 
14: else 
15: if m = GCO(s’;R’) then 
16: L ← ReOrder_Log (L) 
17: clean log 
17: integrate the new root R’ 
18: R ←  R’       
19: state ← active 
20: end if 
21: end if 

1. INTEGRATE_LOCAL_GC : 
2. L ←  Do(o, L) 
3: q  ← (c, r, null, o) 
4: q’ ← COMPUTEBF_GC(q,L) 
5: L ←  Up_LocalOp(q,L) 
6: broadcast q’ to other users 

1:INTEGRATE_REMOTE_GC: 
2: if there is q in Q that is causally-ready then 
3: Delete q from Q 
4: q’←  ComputeFF(q,L) 
5: apply o on current state 
6: L←  Up_RemoteOp (q’,L) 
7: end if 

Algorithme 3.  Intégration des 
opérations distante pendant GC session 
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Le résultat de la différence représente les feuilles exécutées par le site et qui ne sont 
pas encore vu par le site initiateur. Chaque site continue la génération locale des 
opérations en utilisant GENERATE_LOCAL_GC et l'identifiant de la nouvelle racine 
R' générée par le site initiateur de la session de GC reçu dans le message GCI en tant 
que nouvelle racine. La procédure INTEGRATE_REMOTE_GC est appelée pour 
l'intégration des opérations distantes.    
3) Chaque fois que l'initiateur reçoit un message ACK, il stocke la différence 
localement dans sa propre liste des opérations attendu W. Cette liste est mise à jour 
chaque fois que l’initiateur reçoit l’une des opérations attendues par l'extraction de 
cette dernière de l'ensemble. En d'autres termes, un message ACK est causalement 
prêt quand toutes les feuilles qu'il contient sont exécutées localement. 
4) Tous les sites continus de la génération locale des opérations en session GC en 
utilisant GENERATE_LOCAL_GC jusqu’à ce que l’initiateur reçoit tous les ACKs et 
que toutes les opérations attendues sont exécutés localement. A noter que les ACKs 
attendus seulement sur les sites connectés qui ont été découverts initialement par 
l'initiateur et poursuivent la collaboration. Les nouveaux sites ou les sites déconnectés  
sont ignorés. De cette façon, nous assurons que l'initiateur ne va pas attendre les 
ACKs indéfiniment. 
5) Lorsque tous les ACKs attendus sont reçues et W = ø ; le site initiateur de GC ré-
ordonne son journal en utilisant la fonction ReOrder_Log (voir l'algorithme 5) et 
supprime le sous-journal qui contient les opérations exécutées avant d'entamer la 
session GC, et envoie un message d’ordre de Garbage Collection (GCO) avec 
l’opération de racine R’ aux autres sites du groupe et envoie également les opérations 
générées localement lors de la session du GC. 
6) Lors de la réception du message GCO., chaque site supprime le sous-journal qui 
contient les opérations exécutées avant d'entamer la session du GC, et intègre 
l'opération de racine R' reçu dans le message GCO et envoie les opérations générées 
localement lors de la session du GC aux autres sites et intègre les opérations distantes 
qui dépendent de la nouvelle opération racine R'. 

2.2.1 Génération des requêtes locales 
La génération d’une requête locale en session GC est assurée par la procédure décrite 
dans l'algorithme 2. L'idée est de générer des opérations locales uniquement sur le 
sous-journal contenant les opérations locales vues (exécutées) après le Garbage 
Collection (GC) et non pas sur la totalité du journal. Pour cela, il faut placer les 
opérations locales générées après le GC entre les opérations d'insertion (ins) et les 
opérations de suppression (del) vues avant l’initiation de GC en utilisant la fonction 
Up_LocalOperation , ceci pour faciliter la génération de ces opérations locales, et de 
respecter les critères de journal canonique (voir la définition 3) et permet aussi 
d'appliquer le GC sans bloquer l'utilisateur. 
L'algorithme 2 utilise la fonction Do(o, L) (voir [5]) pour effectuer l'effet de o sur 
l’état courant de document St, et utilise ComputeBF_GC(o) pour calculer les relations 
de dépendance sur le sous-journal contenant les opérations qui sont générées après 
l'initiation de GC , les variables FirstInsPos et LastDelPos délimitent  l'intervalle des 
sous-journaux. 
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La fonction ComputeBF_GC (o) a les mêmes fonctionnalités de ComputeBF(o) [5], la 
seule différence c’est qu’elle déduit les relations de dépendance entre les opérations 
générées localement sur le sous-journal seulement. 
Après la définition de la dépendance, o est stocké dans le journal local selon deux cas: 

• Si o est une opération d’insertion (ins”), elle est placée après les opérations 
d’insertion exécutées avant le GC, et avant les opérations de suppressions 
exécutées avant GC (L = {ins, ins, ins”, del, del}). 

• Si o est une opération de suppression (del”), elle est placée avant les 
opérations de suppression exécutées avant le GC. (L = {ins, ins, del”, del, 
del} ). 

L’ordre de placement est assuré par la fonction Up_LocalOperation. Par exemple, 
supposons L un journal qui contient un ensemble d'opérations exécutées avant 
l'initiation de GC L = {ins, ins, ins, del, del} et soit ins”, del”  des opérations 
exécutées après le début de la session de GC. Après la génération de ces opérations, 
nous obtenons le journal suivant : L = {ins, ins, ins", del", del, del}. 

2.2.2 Intégration des requêtes distantes 
Lorsqu’une opération distante o est reçue après l'initiation de GC. Si o est 
causalement prête (si sa dépendance a déjà été intégrée sur le site récepteur) elle est 
intégrée en utilisant la procédure INTEGRATE_REMOTE_GC. 
Cette procédure fait appel à la fonction  COMPUTEFF() [5] afin de calculer la forme 
transformée q0 a être exécuter sur l'état actuel St. En suite la fonction 
Up_RemoteOperation() est appelé pour placer l'opération transformée à la bonne 
place sur le sous-journal créé après l'initiation de GC. 
Il y a deux cas pour placer l'opération dans le journal: 

• Si o est une insertion (ins), elle est placée avant les opérations d’insertions 
exécutées après GC. (L = {ins, ins, ins, ins”, del”, del, del) et le variables 
InsPos, LastDelPos sont incrémentées d'une position. 

• Si o est une opération de suppression (del), elle est placée à la fin du journal. 
(L = {ins, ins, ins”, del”, del, del, del }) 

Nous notons que les opérations ins", del" représentent les opérations générées après 
l'initiation de la session de GC. 

2.2.3 La construction du sous-journal 
Le sous-journal contient toutes les opérations générées localement après l'initiation de 
GC dans l’ancien journal. Quand une session de GC est lancée, chaque site reçoit le 
message GCO,  commence à calculer les relations de dépendance uniquement sur le 
sous-journal délimitée par l'intervalle FirstInsPos et LastDelPos positions 
respectivement dans le même journal.  
La variable FirstInsPos  mise à jour lors qu’une opération distante est intégrée et la 
variable LastDelPos est mise à jour à chaque génération ou l'intégration d’une 
l'opération.  
Initialement la variable FirstInsPos égale à la position de la dernière opération 
d'insertion dans le journal, plus une position.  
Lorsque l'utilisateur génère une opération d'insertion, on calcule ces relations de 
dépendance par la fonction ComputeBF_GC et on place cette opération dans la 
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position InsPos en utilisant la fonction Up_LocalOperation et on incrémente InsPos et 
LastDelPos par une position. ComputeBF_GC a les même fonctionnalités que 
ComputeBF [5], mais seulement sur l’intervalle délimité par les positions  FirstInsPos 
et LastDelPos qui constituent le sous-journal. 
Dans le cas d’une opération distante, l'opération est intégrée sur la totalité du journal 
et elle est placée juste avant FirstInsPos d'une position à l'aide de la fonction 
Up_RemoteOperation et les variables FirstInsPos, InsPos, LastDelPos sont 
incrémentées d'une position. 

2.2.4 Réorganisation de sous-journal 
Lorsque l'initiateur de la GC reçoit tous les messages ACK, l'initiateur peut 
commencer la suppression des opérations obsolètes dans le journal (opérations 
exécutées avant GC). Mais avant cela, le journal est réorganisée pour séparer le sous-
journal de l’ancien journal, en d'autres termes, placer le sous-journal généré lors de la 
session du GC dans le bas du journal en utilisant la fonction ReOrder_Log (voir 
l'algorithme 5), pour tenir un journal équivalent, la fonction ReOrder_Operations 
(voir l'algorithme 6) est appelée pour effectuer des opérations de permutation 
successives. 
 

  
  

 

Le résultat sera deux sous-journaux, le premier contient les opérations exécutées 
avant la session du GC et le deuxième contient les opérations exécutées après la 
session du GC. Ces sous-journaux sont équivalents à l’ancien journal. 
Par exemple, soit L un journal,   ins, del des opérations exécutées avant le GC et 
ins”,del” des opérations exécutées après le GC alors  L = {ins, ins, ins”, del”, del, 
del} et après l’exécution de la fonction ReOrder_Log, le journal devient  L = {ins, ins, 
del, del, ins”, del”}  

Après la réorganisation du journal, l'initiateur ne  supprime que le sous-journal qui 
contient les opérations effectuées avant le début de GC (L = {ins, ins, ins”, del”, del, 
del} et après la suppression le journal devient L = {ins”, del”}). L’initiateur de GC 
génére aussi un GCO message, et envoie le GCO pour les autre sites du groupe. 

1: ReOrder_Log(L): L’ 
2: i  ←  L-1 
3:  while FistInsPos  < LastDelPos 
4:    ReOrder _Operation(L[i],i) 
5:    i ←  i - 1 
6:  end while 
7: return L’

1: ReOrder_Operations(q,i): L’ 
2: L’←  [L; q] 
3: j  ←  LastDelPos -1  
4:  while (j < i)  
5:   <L’[j], L’ [j+1] > ← PERM (L’ [j+1], L’ [j]) 
6:    j ←  j + 1 
7:  end while 
8: LastDelPos ← LastDelPos -1 
9: return L’ 

Algorithme 5.  Réorganiser la position 
d’une opération 

Algorithme 6. Réorganisation de 
structure du journal 
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3 Mise en œuvre et Performances 

Nous avons implémenté notre solution sur l’émulateur Android 1.51, il fonctionne sur 
Windows XP SP2 avec un processeur dual core 2,8 et 2Go de RAM. 
 

 
 

Figure 2. Capture d’écran de notre prototype 
 

Pour notre évaluation de performances, nous considérons les temps suivants utilisés 
pour calculer le temps de réponse de notre modèle: 

• Tg est le temps nécessaire pour générer une opération locale; 
• Ti est le temps d'intégration une opération distante; 
•  Tc est le temps nécessaire pour communiquer une opération à un site à 

travers le réseau; 
• Tr est le temps de réponse, et il représente la somme des Tg, Ti et Tc (Tr = 

Tg + Ti + Tc).  
En général, il est établi que les éditeurs collaboratifs basés sur l’approche OT  doivent 
fournir un temps de réponse tr <100ms [8], la collaboration est meilleur si le temps de 
réponse est inférieur a 100ms. En fait, l'utilisateur est capable de voir les différentes 
mises à jour effectuées sur les documents partagés instantanément. 
Pour étudier la performance de notre prototype réalisé pour les téléphones mobiles, 
nous avons fait des essais expérimentaux sur le comportement de notre modèle 
développé sur Android1.5. L'expérience consiste à calculer le temps de réponse des 
opérations  dans le pire des cas. Le pire des cas se produit lorsque le journal ne 
contient que des opérations de suppression (voir [5]). Puis nous avons mesuré le 
temps requis pour générer une insertion et nous l’avons intégré sur un site distant. 
La figure 3 montre le temps de réponse des différentes valeurs de la taille du journal. 
Ces mesures reflètent les temps de génération Tg, et l'intégration Ti des opérations et 
leur temps de réponse Tr. Le temps d'exécution relève de 100 ms pour tous |H| <2000. 
                                                           
1 http://developer.android.com/index.html 
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Nous concluons qu’au-delà de 2000 opérations le journal doit être nettoyé par le 
mécanisme de Garbage Collection. Ce résultat démontre l'utilité de Garbage 
Collection dans l'environnement mobile pour maintenir la performance d'exécution 
des applications. En atteignant des tailles données, tous les utilisateurs commenceront 
à nouveau la collaboration avec des journaux vides qui rendent la collaboration de 
plus en plus efficace. 
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Figure 3. Temps de réponse sur Android 1.5. 

L'expérience suivante est réalisée pour mesurer le temps nécessaire par le groupe afin 
d'effectuer le Garbage Collection. L'expérience des mesures cette fois pour différentes 
valeurs de l'ensemble des feuilles appartenant à l'initiateur. Selon les résultats 
présentés dans la figure 4. 
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Figure 4. Variation de temps de Garbage collection avec taille de l’ensemble de feuilles. 

Nous déduisons que le temps nécessaire pour la réalisation d’une session de Garbage 
Collection pour une taille d’un ensemble  feuille égale à 2000 opérations est inférieur 
à 500 ms. Il faut de noter que la valeur 2000 ne représente pas la taille du journal, 
mais plutôt l'ensemble de la taille des feuilles ce qui signifie que le journal pourrait 
contenir plus que ce nombre d'opérations. 

126



       

4 Travaux connexes  

Pour appliquer le Garbage Collection sur un éditeur collaborative distribué  nous 
supposons avoir  une vue globale sur l'état du système distribué. Chandy et Lamport 
[9] proposent un algorithme pour déterminer les états globaux des systèmes distribués 
par l'enregistrement d'une logique snapshot  (ou de causalité) du système.  
Dans le domaine des bases de données, le travail de [10] est pertinent. Il propose une 
technique de réduction de taille permettant la suppression des différentes mises à jour 
qui ne sont plus nécessaires pour le système, aussi [11] propose d'appliquer un 
Garbage Collection de journal de base de données en utilisant un horodatage de 
coupure pour déterminer un état global du système. Cependant, l'utilisation de 
l'horodatage, est inappropriée dans un contexte dynamique. La solution proposée dans 
[12], est un protocole qui permet aux sites dans un système de bases de données 
répliquées de supprimer les anciennes mises à jour pour maintenir la cohérence 
mutuelle. Cette solution ne pouvait pas satisfaire les  exigences des éditeurs 
collaboratifs en temps réel car il est difficile d'assurer un ordre global de manière 
décentralisée avec des groupes dynamiques. Autres travaux tels que [13] ont été 
proposés pour mettre l'accent sur le Garbage Collection  dans les bases de données 
orientées objet, mais ils  intéressent plutôt da gestion de mémoire pour supprimer les 
objets non utilisés et non dans le nettoyage des journaux.  
A notre connaissance, [6] est le seul  travail qui a proposé une technique de Garbage 
collection afin de réduire la taille du journal pour les éditeurs collaboratifs distribués. 
Dans [3] nous avons proposé un système de Garbage Collection pour les éditeurs 
collaboratifs en temps réel basés sur l'approche TO et bâtis sur des réseaux paire à 
paire (P2P) et mobiles. La limite de cette proposition est le blocage de la collaboration 
lors du lancement d'une procédure de Garbage Collection, en d'autres termes, le 
groupe reste bloqué jusqu'à la fin du processus de Garbage Collection. Nous notons 
que notre solution est une extension du schéma proposé par [3] pour surmonter ses 
limites. 

5 Conclusion  

Dans ce travail nous avons proposé un système de Garbage Collection distribuée pour 
l'éditeur de collaboration en temps réel basée sur l'approche TO et construit sur des 
réseaux P2P et mobiles. L'objectif principal de ce modèle est d'améliorer les 
performances de l'application d’éditeur collaboratif en éliminant les anciennes 
opérations à partir du journal une fois qu'il a été déterminé par un accord commun 
d’une procédure de Garbage Collection. Notre système de Garbage Collection permet 
l'intégration des éditeurs de collaboration dans les dispositifs mobiles, conserve la 
convergence des données, permet d'optimiser la taille du journal d'application, et offre 
donc de meilleures performances.  
Notre modèle de Garbage Collection est applicable dans l'éditeur de collaboration en 
temps réel sur les dispositifs mobiles ainsi que sur les ordinateurs ordinaire (PC). Vu 
au nombre limité de pages, on n’a pas pu détaillée toutes les fonctionnalités de notre 
solution. 
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Dans nos prochains travaux, nous prévoyons d'améliorer notre système de Garbage 
Collection par l'élaboration d'un modèle de la sécurité qui répond aux besoins de 
travail collaboratif et qui respecte les caractéristiques des dispositifs mobiles. 
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Abstract. Cet article témoigne de l'évolution de nos travaux de recherche entre 
2007 et 2009. Notre travail sur la modélisation de TéléTP en programmation  
s'est concrétisé par une conception d'un environnement de TéléTP (E-
TéléTP@AALP)[17]. Un retour d'usage sur cette première conception nous a 
permis de proposer une nouvelle conception améliorée notamment par 
l'intégration d'un mécanisme d'évaluation de l'apprenant au cours de son 
processus d'apprentissage.  

Keywords: Auto-évaluation, didactique de la programmation, environnement 
informatique, programmation sur exemple, scénario d'évaluation,EIAH  

1   Introduction 

   L’enseignement à distance par Internet, appelé EIAH (Environnement Informatique 
pour l’Apprentissage Humain), constitue une avancée pédagogique importante. 
L’EIAH utilise le web (structure hypertexte, capacités multimédias, etc.) comme 
support de diffusion des connaissances et d’interaction entre les différents acteurs 
(enseignants, apprenants, etc.). Plusieurs plateformes d’EIAH ont été développées et 
plusieurs sont disponibles sur le web en libre accès[11]. Ces plateformes sont des 
environnements qui permettent à un enseignant de créer et de gérer très facilement un 
cours sur  Internet, en lui laissant le libre choix de la méthode pédagogique, et sans 
nécessiter de compétences informatiques particulières. Elles offrent aussi des outils de 
communication (forums, chat), des instruments d’évaluation (exercices, sondages, 
travaux), et la possibilité de déposer des ressources pédagogiques (fichiers PDF, 
séquences vidéo, etc.). Le travail présenté dans cet article, s’intéresse  à l’énoncé 
d’une problématique que nous jugeons Importante à prendre en considération, lors de 
l’élaboration d’un environnement d’apprentissage des travaux pratiques en 
programmation c'est l'évaluation de l'apprenant. C’est important pour lui, qu’il puisse 
distinguer ses forces et ses faiblesses durant tout son parcours pédagogique. 
Nous pensons que l’évaluation, dans sa fonction formative, est au coeur de 
l’apprentissage vu sa fonction régulatrice qui est primordiale[7]. 
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Le travail proposé s'inscrit dans le domaine de recherche des environnements  
informatiques pour l'apprentissage humain (EIAH). Et concerne plus particulièrement 
l'évaluation de l'apprenant  dans les environnements d'apprentissage des travaux 
pratiques à distance (TéLéTP) en programmation. 
L'évaluation dans les EIAH reste le parent pauvre, car très souvent absente ou 
obsolète dans les formalismes proposés. Or l'évaluation ,qui  est une part  importante 
de l'activité pédagogique , mérite  de disposer  elle aussi des méthodes ,des techniques  
et des outils qui font  d'une manière générale évaluer  le contexte D'EIAH. 

2  principales Difficultés dans l'apprentissage de la programmation 

La programmation  est une discipline longtemps utilisée de manière naïve, sans 
formalisme particulier. Cette discipline est souvent source de problème pour 
l’enseignant ainsi que pour l’apprenant. 

2.1  Pour l’enseignant  

Parce qu’il doit trouver les méthodes adéquates pour faire assimiler des concepts 
assez abstraits à des étudiants qui ne sont qu’à leur phase  d’initiation. Des études 
confirment que le taux d’échec ou d’abandon aux cours d’initiation à la 
programmation en premier cycle universitaire varient de 25 à 80% de part le monde. 

2.2 Pour les apprenants  

Nous avons demandé aux apprenants qui ont l'expérience d'utiliser la plateforme E-
TéléTP@AALP de signaler les obstacles et les difficultés rencontrés pendant  la 
réalisation de leurs TP [18]. Dans ce sens un questionnaire est disponible. On a 
remarqué que la majorité des apprenants concernés par l'enquête estiment que la tâche 
la plus difficile dans la programmation est la correction des erreurs. La plus part des 
apprenants collabore dans cette phase. Malheureusement, généralement les apprenants 
bloquent sur les mêmes types d'erreurs. Ce qui nous amène à la question suivante " 
quelles méthodes pédagogiques et avec quels outils d'évaluation peut on améliorer 
l'apprentissage de la programmation? 

 

3   situation initiale 

E-TéLéTP@AALP se veut un environnement pour l'enseignement et l'apprentissage à 
distance des travaux pratiques en programmation  en informatique. Réalisée  en 2009, 
elle possède une architecture de trois niveaux (téléformation, télé programmation,  
interface)[19]. 
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La plateforme est développée en ASP/ MYSQL et fonctionnée sur n'importe quel 
environnement.  

 
 
Télé information  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Administrateur  
 
Interface 
 
 
 
Télé programmation  
 
 
 
 

 
Fig. 1. architecture de la plateforme E-TéLéTP@AALP[18]. 
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erreurs de compilation et réaliser son Tp facilement., l’évaluation est un dispositif clé. 
En effet, cette évaluation dans le contexte d’un EIAH doit : 
– être motivante pour l’apprenant, 
– encourager une activité d’apprentissage soutenue, 
– contribuer à la progression de l’apprenant, 
– être faible en coût humain et facilement maintenable. 
Donc la réutilisation et le retour d'usage de cette conception de la plateforme  E-
TéléTP@AALP ont orienté nos recherches pour améliorer les services de cette 
plateforme avec l'intégration d'un nouveau module d'évaluation. 

 5   Nouveaux objectifs 

L’évaluation permet à l’apprenant de connaître le niveau d’acquisition des 
connaissances, méthodes et sa capacité à résoudre un problème donné tout seul sans 
l’aide de l’environnement. C’est une opération qui s’avère compliquée dans le cas de 
la programmation puisqu’un problème peut être résolu de différentes manières, et en 
utilisant des méthodes différentes[7]. 

L'objectif de ce travail est de concevoir un prototype d'évaluation des apprenants et 
d'identifier jusqu’à où il est possible d'intégrer ce module dans notre plateforme E-
TéLéTP@AALP destinée à l'apprentissage des travaux pratiques sur les langages de 
programmation en informatique. Pour cela nous avons proposé une architecture de ce 
module d'évaluation, ainsi que l'architecture d'un générateur permettant de gérer à 
partir d'un programme réalisé par l'apprenant un diagramme de classe pour pouvoir le 
comparer avec ceux enregistrés dans la base.   

 

6    l'évaluation dans les EIAH  

L’évaluation est tributaire des activités proposées par l’EIAH. En effet, l’évaluation 
menée dans le cadre d’une activité collective n’est pas toujours valide dans une 
activité individuelle.  

6.1 L’évaluation dans des activités individuelles 

6.1.1.Evaluation de production : le bilan de compétences  

Le test du TOEFL et le logiciel Pépite sont   certainement les plus connus. 
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6.1.2. Evaluation de production : l’auto-évaluation 

Le meilleur exemple de ce type d'évaluation c'est le logiciel GenEval.  

6.1.3. Evaluation de la démarche : l’assistance à l’évaluation 

S’il est possible d’évaluer relativement finement une production, il n’en est pas de 
même pour une démarche. Aussi, que ce soit dans des activités individuelles ou 
collectives, des solutions d’assistance à l’évaluation sont proposées.  

6.2 L’évaluation dans des activités collaboratives  

6.2.1. Evaluation de production : l’auto-évaluation collaborative 

Une des premières pratiques d’évaluation des activités collaboratives en EIAH est 
l’auto-évaluation par pair. Cette évaluation est menée par un groupe d’apprenants. et 
porte sur une production réalisée par un autre groupe.  

6.2.2. Evaluation de la démarche: l’évaluation de la participation 

L’évaluation de la participation se retrouve quasi essentiellement dans le cadre 
d’activités usant d’un forum,Tel est le cas du logiciel DIAS. 

6.2.3. L’évaluation de la démarche : l’assistance à l’évaluation 

Alors que l’assistance à l’évaluation trouvait du sens dans une activité 
individuelle, elle devient nécessaire dans le cadre de l’activité collective qui 
démultiplie la complexité pour l’enseignant d’en évaluer le déroulement. 

7    Notre solution proposée 

7.1 Travaux similaires 

 
Dans ce contexte, nous citons Allogène qui est un système d’apprentissage par 

L’exemple. L’association du déroulement graphique de l’algorithme (à travers les 
Variables) est intéressante. MELBA (Metaphor-based Environment to Learn the 
Basics of Algorithmics) propose des métaphores pour expliciter le concept de 
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variable, de type, de paramètre et de référence. 
Une autre approche est proposée par Duchâteau [12]. Cette méthode 

d’apprentissage des bases de la programmation était révolutionnaire : son principe de 
base est de fournir à un débutant une représentation simple et imagée de la manière 
dont cette boîte noire, que représente l’exécutant ordinateur, fonctionne et qu’il puisse 
s’appuyer sur cette «vision » mentale pour concevoir ses programmes. La Méthode 
CAR n’apporte fondamentalement rien de neuf par rapport à « Images pour 
programmer ». Les concepts, images et analogies sont généralement conservés, mais 
l’adoption d’un Support interactif permet toutefois l’apport  d’éléments 
supplémentaires tels que les Animations, les auto-tests, etc. 

 Tous les travaux que nous citons s'intéressent à  l'apprentissage mais l'évaluation 
reste le parent pauvre. L'approche que nous proposons répond aux deux objectifs : 
l'apprentissage et l'évaluation à la fois.   

7.2   Solution 

 

7.2.1 Selon la phase d'apprentissage de l'apprenant  

 On demande à l'apprenant de deviner une solution particulière, celle proposée 
par l'environnement  et cela de différentes manières :  

L'environnement propose à l'apprenant de renforcer son savoir faire à l'aide 
d'entraînement au moyen des TPs de type différents : 

a) à aide : on fournit des indices sous forme d'aide pour orienter l'apprenant 
vers une solution donnée. 

b) A trou : le programme solution est fournit mais avec des vides à remplir par 
l'apprenant. 

c) A séquence: le programme solution est fournit  mais dans une fausse 
séquence, l'apprenant doit séquencer les instructions du programme.   

Il faut remarquer que dans ce cas l'apprenant est orienté vers une solution 
particulière. Donc notre environnement applique un type particulier 
d'apprentissage c'est l'apprentissage par exemple  

7.2.2   l'apprenant pourra écrire son propre programme et le tester  

L'autoévaluation permet à l'apprenant de connaître le niveau d'acquisition des 
connaissances.  C'est une opération qui s'avère compliquée dans le cas de la 
programmation puisqu'un problème peut être résolu de différentes manières. 

Une première solution  est d’intégrer une sorte de  générateur de digramme de 
classe dans l'environnement. Le rôle de ce dernier est de fournir pour chaque 
programme-solution  une seule représentation graphique (pour chaque solution 
on associe une représentation graphique "diagramme de classe").  
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8    Scénario d'évaluation  

Le scénario de base  que nous avons adopté est représenté dans la figure (Fig.2). 
L'apprenant lit les énoncés pour chaque Tp, étape dont on ne peut se passer, s'entraîne 
volontairement avec des exemples. L'objectif des exemples est d 'aider l’apprenant à 
construire ses propres programmes, et de prendre assez de recul pour compléter une 
autre solution qui n'est pas forcément celle à la quelle il a pensé au départ. Cela lui 
permet de construire sa propre base de connaissances, d'atouts et d'astuces pour 
répondre à un problème quelconque.  
Dans une deuxième étape il doit passer à écrire son propre programme.  Ce dernier 
doit être représenté par un diagramme de classe à l’aide de générateur de diagramme 
intégré dans l'environnement. Cette nouvelle représentation graphique doit être 
comparée avec les représentations stockées dans la base de diagramme de classe. La 
comparaison se fait selon les algorithmes d’appariement des graphes sachant que le 
diagramme de classe représentant chaque programme solution est considéré comme 
un graphe.  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.  architecture proposée 
Le principe d’appariement de graphes est de trouver une correspondance entre les 

sommets d’un graphe et les sommets d’un autre graphe, tout en préservant les liens 
entre ces sommets. 

9    Types d’appariement 

Il existe plusieurs catégories de problèmes d’appariement, nous définissons ci-après 
les quatre problèmes les plus connus [6] : 

Énoncés de TP Entrainement 
par exemple 

Base de 
conaissances 

Programme 
solution 

Générateur de 
diagramme de classe 

Solution graphique 
Base de diagramme 

de classe Comparaison 

1 
2 

3 

4 5 
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 – l’isomorphisme de graphes, qui permet de vérifier que  deux graphes sont 
structurellement identiques. 

 l’isomorphisme de sous-graphes, qui permet de vérifier qu’un graphe est « 
inclus » dans un autre. 

  le plus grand sous-graphe commun, qui permet d’identifier la plus grande 
partie commune à deux graphes [6]; 

  – la distance d’édition de graphes (ou Graph Edit Distance, GED), qui permet 
d’identifier les opérations à effectuer pour transformer un graphe en un autre à 
un moindre coût [6] 

Les deux premières catégories correspondent à un appariement « exact », où la 
méthode d’appariement requiert une correspondance stricte (isomorphisme de 
graphes) ou une inclusion stricte (isomorphisme de sous-graphes) entre les sommets 
et les arcs des deux graphes. 

Les deux dernières catégories correspondent à une méthode d’appariement « 
inexact », où la correspondance entre les deux graphes revient à chercher le « meilleur 
» appariement possible, même si leurs structures sont différentes, moyennant 
quelques transformations. 
Nous nous intéressons aux mesures qui vont nous permettre de « quantifier » la 
similarité ou la dissimilarité entre les structures de deux graphes, c’est-à-dire les 
mesures de similarité qui permettent « d’évaluer » la ressemblance entre deux graphes 
dans le cas des appariements inexacts. Ce qui correspond aux techniques de 
comparaison de graphes à tolérance d’erreurs telles que la recherche du plus grand 
sous-graphe commun ou la distance d’édition de graphes. 

 

9.1   Plus grand sous-graphe commun 

Le principe est le suivant : g3 est un plus grand sous-graphe commun à deux 
graphes g1 et g2 (noté mcs(g1, g2) pour maximum common subgraph), si g3 est un 
sous-graphe commun à g1 et g2 ayant un nombre de sommets maximum, c’est-à-dire 
qu’il n’existe aucun autre sous-graphe commun à g1 et g2 avec un ordre (ou nombre 
de sommets) strictement plus grand que celui de g3. 

 

 

 
 
 

Fig. 3.  Exemple : le plus grand sous graphe commun 
Dans[2].Bunke propose de définir une mesure de similarité entre deux graphes 

basée sur la méthode du plus grand sous-graphe commun par : 
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Fig. 4.  équation de mesure de similarité 

 
où mcs(g1, g2) est le nombre de sommets du plus grand sous-graphe commun à g1 et 
g2, g1 (respectivement g2) est le nombre de sommets du graphe g1 (respectivement 
g2)  

 

9.2 Distance d’édition de graphes 

 
Une alternative à la mesure de similarité construite à partir du « plus grand sous-

graphe commun » est la distance d’édition de graphe. Cette méthode est très 
largement utilisée pour déterminer des appariements de graphes tolérants aux erreurs. 
Dans[5], Bunke a proposé plusieurs algorithmes de mesure de similarité basés sur la 
distance d’édition de graphes ou « Graph Edit Distance (GED)».  
Le principe de ces algorithmes est le suivant : étant donné deux graphes g1 et g2, 
l’idée est d’appliquer une séquence de transformations (ou d’opérations d’édition) sur 
g1 (insertion, substitution et suppression de sommets ou d’arcs) pour finalement 
transformer g1 en g2. Ce processus tend à déformer le modèle du graphe initial 
jusqu’à ce qu’il s’identifie avec le modèle de l’autre graphe. 

Chaque transformation ayant un coût prédéfini, le coût d’une séquence de 
transformations est égal à la somme pondérée des coûts de chaque transformation. La 
séquence de Transformation qui obtient un coût minimal représente la distance 
d’édition entre les deux graphes.  

 
Fig.5. Distance d'édition de graphe 

 
« ei » est appelé une opération d’édition. « t = (e1, ....ek) » est une séquence 

d’opérations d’édition transformant g1 en g2. 

10  Conclusion 

Après avoir discuté de l’état de l’art de l’évaluation dans les EIAH, nous avons 
présenté dans cet article les choix opérés pour le traitement d’un exemple typique 
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d’évaluation de l'apprenant dans les EIAH des travaux pratiques en programmation  et 
les réflexions que ce traitement nous inspire pour nos futurs travaux. Pour démontrer  
la faisabilité de cette proposition, nous voulons implémenter les différentes parties de 
générateur de diagramme de classe UML pour chaque programme. Cette 
implémentation est actuellement en cours de réalisation avec les étudiants dans un 
projet de fin d'étude en informatique. 
Ce travail va donner lieu à une expérimentation dans le cadre d'un projet de 
collaboration entre les étudiants de deux universités algériennes.   
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Abstract. The evolution of Web technologies has been a popularity of online 

learning systems. The adaptation of content in an e-Learning platform presents 

today a domain making the appearance of many recent projects. This paper 
presents a study which attempts to explore a new Web architecture to create 

adaptive educational content to learners in an open source LMS (Open Elms 

LMS). And with a novelty in creation of courses made by our work; is the use 

of Web resources and not courses created previously by drafters; a direct 
adaptation of Web content to the profiles of learners has emerged. This 

architecture will reduce time and effort carried out by the drafters of such e-

Learning platform for the creation of courses, and Web content adaptation will 

greatly enrich the quality of online training courses. 

Keywords: Web Content, Adaptation of Web Content, Platform for Education, 

e-Learning, Educational Content, LMS, Learners Profiles. 

1   Introduction 

Online training content are stored in a 'BD' database. It fed or changed by the editors, 

and not the pages themselves. This is called to websites and dynamic content: stored 

information is then presented in some form by "LMS" Learning Management System 

[1]. 

The presentation of the contents stored in base is defined in priori by a model, a 

template, often called "style sheet". She is responsible for the layout: how to extract 

information from the BD, which displays information, where and under what 

conditions [2]. 

With this separation of content-presentation, content can be adapted to all type of 

media from the same source. With the XML description language “Language 

Semantic Description of Documents” in particular [3], [4], one document can be 

adapted in various formats. 
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1.1 Problematic 

The web presents a very broad area of information requiring a good search and 

precise filtering to extract the most relevant information. We are facing a very large 

mass of information available on the WEB, and editors spend an indefinite time to 

create courses and more specifically, having a content database that will be adapted to 

the learners profiles. The base consists with the use of the publishers provided by the 

LMS. 

Our first step was the creation of CADEL-WEB “Automatic Construction of an 

On-Line Learning domain with the Web”, “Construction Automatique d’un domaine 

d’enseignement en ligne à partir du Web” [5], which introduced a system of 

automatic construction of courses via the Web. Then, we have proposed a new 

method of searching the Web for Web content customization to a community of 

Internet users especially educational [6]. 

In the continuation of our work, we presented throughout this paper a new Web 

architecture for search and automatic filtering of Web resources, and eventually an 

adaptation of the latter to profiles of learners. 

1.2 Context 

E-Learning is a means of education that integrates personal motivation, 

communication, efficiency and technology [7]. Learn remotely, in any place and in 

any time to allow free, fast and the most important training custom. This is provided 

by the Internet and multimedia technologies that have a positive influence on the 

efficient use of online learning environments [8].  

Although the removal of the limitations of time and space Web [6] which provides 

a means of finding the most relevant resources to create an educational support in an 

e-Learning platform to allow a good management of Web resources. 

1.3 Motivation 

To create a practical learning environment for e-users, and to a broad audience 

(different objectives, knowledge levels, funds or learning abilities), it is necessarily 

that the designers of e-learning systems thinking on adaptive learning environments 

and flexible with this potential need, so they must improve the performance to the 

learners. 

Recent works dealing with the problem of adaptation are a very powerful 

difficulty, because a profile such a learner can change a lot of time in period for 

learning.  

And before the learners needs to cultivate, to deepen more on such a field or theme 

of learning, we are obliged to produce a system that uses the Web as a documentary 

medium, and provides techniques to custom navigation for learners. 
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1.4 Objectives 

Through our experiences on the Web domain, we found a solution [6] very 

effective for personalized search of Web content; this solution helps a user to find its 

educational needs with a free guidance, proposing multiple choices according to his 

mentioned query. However, we are obliged to use the principle of CADEL-WEB 

system with this solution to a creation of the automatic and custom profiles of 

learners. 

We quote our secondary objectives to deal with the ultimate goal: 

 The creation of a Web architecture playing two roles: research of Web 

resources and adaptation of these latest to profiles of learners. 

 The creation of domain ontology for the presentation of the contents of 

courses or training on-line followed. 

 Integration of a method of searching and filtering in the same architecture. 

 Integration of a method for adaptation of content in the same architecture. 

 The implementation of the various steps listed above on a single system, then 

the integration of the latter in the Open Elms LMS Version 6.x (open source) 

[9]. 

1.5 Structure of paper 

The rest of the paper is presented as follows: 

Part two presents a background to the concepts related to our project. These 

definitions are necessary in order to properly understand the following of our 

proposed approach. 

The third part provides examples of related works, to follow the recent approaches 

used by researchers in the field, so these work analysis, gives us a point very hard to 

take place our proposal by reducing a few weak points of completed systems. 

Fourth part explains our proposed approach, citing the resolved issues and the 

followed principle. Subsequently we detail our system architecture. Then, we give the 

main objective. 

The fifth part describes preliminary results after the implementation of most 

components of the system and our solution for adaptation Web content. 

At the end part “the sixth”, we accomplish by a conclusion and we include a few 

perspectives and our future work. 

2   Background 

We will give and define some concepts and theories necessary for the understanding 

of our work: 
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2.1   Learning 

Learning is defined as a process where the knowledge is created by the transformation 

of experience [10]-[11]. The most common perceptions about learning include that it 

is a quantitative increase in the acquisition of knowledge or information, or make a 

good memory, or store information that can be replicated, the acquisition of gestures, 

skills and methods that can be stored and used according to the needs of learners. In a 

broader sense, it is to interpret and understand the reality in a different manner [12], 

[13]. 

2.2   E-Learning and Education 

E-Learning is useful for education, businesses and all types of learners. It is 

affordable, saves time, and produces measurable results. E-Learning can be defined as 

learning by electronic means: the acquisition of knowledge and skills by using 

electronic technologies such as computers and tutorials on the Internet and local and 

extended networks of another definition of e-learning is education via the Internet, 

network, or a stand-alone computer. E-Learning is essentially the transfer network of 

skills and knowledge. E-learning refers to using electronic applications and learning 

processes [14]. 

2.3   Adaptive Hypermedia Systems (AHS) 

There are the systems that use usage patterns and the concept to provide customized 

version information for the end-user [15]. 

2.4   Adaptive Hypermedia Systems for Education (AHSE)  

They are the ones that create a unique learning experience for each student based on 

learner-base knowledge, goals, learning style and so forth [15]-[16]. 

2.5   Adaptation of learning content 

There are two general approaches for adaptation of content for learning [17], [18], 

[19]. The first approach seeks to adapt learning content with special needs, and the 

second focuses on providing the most appropriate order of learning content to the 

needs of learners. 

The first is called a content adaptation and the last is called adaptation at the level 

of links. None of these approaches was preferred over the other in the literature. 
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3   Related Work 

Some researchers are in making extensions for learning content standards to improve 

the quality of the learning process. These researchers argue that current standards do 

not support an adaptive system so that they must be changed, for example there is 

works of (Lu & Hsieh and two teams of Rey-Lopez [21], and Sampson [22]). 

There is another necessity as the metadata for learning content standards is 

somehow insufficient for some applications, other researchers make the emergence of 

new work trying to replace these standards with ontologies on the Semantic Web, as a 

basis of (Chi [23], Yang [24], Junuz [25] and teams of: Jovanovic [26], Lee [27], 

Verbert [28], Shih [29], Wang [30] and Zitko [31]). 

Our objective aims to claim that the current adaptive systems are not stable, given 

differentiation in the profiles of learners and the difficulty instant before the drafters 

of course to make the latest update according to the needs of learners, thus types 

trainings based on the informational side and non-semantic, so currently there is no 

education system online which is adapting in the market.  

We want from our system the integration of our approach into an LMS open 

source, in order to receive the benefits of the adaptation of content really in online 

teaching platforms.  

4   The proposed approach 

The amount of learning material on the Internet has grown rapidly in recent 

decades. Accordingly, the information consumers are confronted with the challenge 

of choosing the right things. In e-Learning systems such an approach has led to 

confusion for learners. Inevitably, the adaptive learning has gained much attention in 

this area (the two teams of Wang [32], and Yang [33]). 

The adaptive learning can be defined as the process of generation of a unique 

learning experience for each learner based on personality of learner, interest and 

performance in order to achieve objectives such as improving university learners, 

satisfaction of learners from the learning process and so forth (Monova-Zheleva [34], 

and Rosmalen team [35]). 

The proposed approach is based on the quoted points previously, where learners 

and even editors of course satisfaction, forms a very important point in our objectives. 

It is in this context that we pulled our problem. 

In a commercial platform of online teaching, course management system offers a 

tool for creating courses, where manager which can be author or administrator, can 

upload courses already created. Other systems offer interfaces, where the editors 

create blocks of information that can be later creating courses according to profiles of 

learners. 

In both cases we have the following weaknesses:  

 The difficulty of creating courses in both cases (it should be a background 

before starting the creation by searching in the web or books. As a result: an 

indeterminate time spent by editors) ; 
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 The non-freedom of learners especially in the first case, because the authors 

cannot know the need, the level, the knowledge of learners to create a well 

suited courses ;  

 The weakness of the training program, such as a lack of enrichment of courses 

by the recent news ;  

To reduce the limitations suggested by the course authoring tools, we chose to 

develop a database of segments via the Web, and then adjust them using an open 

source LMS to have an adaptive content for learners. We can explain the approach as 

follows:  

Entry of system: the Web. 

→ Internet access  

→ Web Resources  

→ Research + Extraction + Filtering  

→ Create database of segments supported on domain ontology  

→ Adaptation of segments to learners from the base and supported on 

pedagogical ontology and patterns principal 

Result: Educational Adaptive Web Content. 

We will produce the architecture of the proposed approach, as in Fig. 1, to 

facilitate understanding and implementation of our system. 

 

Fig. 1. Proposed architecture 

Our project aims to reduce the time spent by editors to create the basis of the 

course in a first place, so the time spent by developers to adapt the content to learners 

in another place. 

We can summarize the approach as follows: 

1. The web presents documentary support to the creation of content courses; 

2. Search tool based patterns, and more semantics extracted for ontology; 

3. A filtering tool enabling extraction of different segments and stored results in 

the database of patterns; 

4. And finally, a tool for content adaptation which will be detailed in the next 

part. 
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5   Preliminary results and solution for Adaptation  

We chose a specific domain (medical domain). Our ontology is created by the tool 

Protégé 2000 version 3.4, and validated by experts in the field. Fig.2 presents a 

graphical extract of created ontology through the graphic model named Jambalaya. 

 

Fig. 2. A graphical extract of the created ontology  

Each concept of ontology has a set of keywords and a set of semantic relationships. 

Keywords are required in the calculation of the degree of relevancy of each segment 

found in the Web, in order to choose the most relevant among all extracted segments 

and subsequently save these latest in a database of segments. For Web access, we use 

the Google API of search. This API allowed us to have a Web result like that found in 

the use of the search engine (title, link, textual description), as in Fig. 3. 

 

Fig. 3. Research of Web resources via our system 
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Fig. 3 shows an example of using our tool to search for example the documents in 

PDF and DOC type, then the downloading tool that will save the Web resources 

found in a physical medium, to the later reused. 

After finding the necessary information, we turn to step of filtering and retrieval. 

We tested our method of filtering (1) [5] with the abstract of this paper and its 

keywords, and we found a degree of relevance "0.0862069" as in Fig.4. 

Extraction consists of finding the highest degrees of relevance to assign each part 

extracted in the concept associated in the database of segments. 

 .
n

0k
/)*(+(=DR 


NkWkFcF  (1) 

Where:  

DR is the Degree of Relevance 

cF : present the frequency of a concept in a segment. 

c : The concept. 

k : The keyword. 




n

0k
)*( kWkF : The sum of the frequencies of all keywords (k=0…n) of a concept 

in the same segment multiplied of the weight of correspondent keys. 

n : The maximum number of keywords. 

kW  : The weight of a keyword k. 

N : The total number of words in the same segment.  

 

Fig. 4. A test of degree of relevance with the abstract of this paper  

In the end, we can integrate our base in Open Elms LMS; which is open source; to 

build adaptive courses to learners. Adding on a tool responsible for adaptation of 

content in our system, this tool is the sequel to the use of our ontology, because in the 

latter, we have a hierarchy of a course. A course is a set of concepts, if we know the 

level of a learner and its goals; we can associate a course to each learner. The course 
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will be created in an automatic manner via our tool for adaptation of content and from 

different bricks / segments stored in the database of segments. 

Profiles of learners are also presented in other pedagogical ontology, to give a 

direct adaptation via the current state of the learner by making a test or examination. 

According to the test, we can know their conditions according to the pedagogical 

ontology; the latter will initiate a process of construction of course using segments 

stored in the database. 

More generally, Web resources will be adapted directly to learners during their 

navigation in the system. We conducted our research based patterns method [6]. 

Through this work, we will provide a basis for patterns, it is necessary for Web 

content adaptation to profiles of learners. We give part of performed adaptation by 

our system, as in Fig. 5. 

 

Fig. 5. Architecture of our Adaptation 

Our adaptation is based on the following points: 

1. The States of learners; 

2. The choice of patterns in research action from the Web; 

3. The backup of extracted segments into database; 

4. A courses constructor tool based on level, the choice of the patterns and 

segments database, this tool will create educational and adaptive courses to 

learners. 

From this principle, we can benefit from the reuse of Web resources stored in the 

base of the segments, in order to reduce the time for search and filtering. 

In the strengths points of our system, we can see the use of patterns, learners have 

the opportunity to choose freely the details of the courses, this is provided by the 

pedagogical ontology improved and enriched by the authors. 

The instant update of learners states in the associated database, allows good 

adaptation of segments. And in the other hand, learners can use a quite powerful tool 

who gives researched custom from the Web [6]. 
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6   Conclusion & perspectives 

After considering all consultation, creating tools and management of information, 

we have reached a conclusion that gives us the opportunity to have a new Web 

architecture to extract the most relevant Web resources, and then classified them in 

database of segments via domain ontology. The base is integrated into an Open Elms 

LMS with adaptation to the profiles of learners. 

Through this study developed, we succeed in building Web architecture for 

adaptive resources to learners in an e-Learning. The architecture offers research and 

filtering of Web resources, after that, creating areas of learning with the possibility of 

adaptation of content for the platform to the profiles of learners. 

The world in the last years saw very rich side resources available on the Web; our 

method is to reduce this informational space in an adaptive educational space, 

personalized and mostly reusable for the entire community of learners.  

In our future work, we plan to have an experiment made by a very large number of 

learners (students, teachers, researchers …etc.), and in various fields (not only in the 

field chosen by our approach). Thus, we want to make a fusion between resources 

found from the Web, to improve the quality of the segments stored in the database, 

and the quality of courses construction. 
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Abstract

The purpose of this paper is to use a direct scheme for solving the optimal control
problem governed by a parabolic nonlinear partial di¤erential equation (PDE). The
dynamics of the problem is discretized in time and the control is approximated by
the piecewise constant functions. The decomposition method is applied to solve the
PDE in small time intervals. The optimal control problem is reduced to a constrained
optimization problem and can be solved by optimisation methods. The Fisher equation
is given to illustrate the scheme e¢ ciency.

Keywords: Optimal control, parabolic nonlinear partial di¤erential equation, Fisher equation,
Adomian decomposition method.

1 Introduction

The modelling of a phenomenon be it physical, mechanical, chemical, economic, biologi-
cal, ...etc, leads to a mathematical model in form of partial di¤erential equations (PDEs).
Control theory�s main purpose is to study

the possibility of acting upon the system, so as either to determine the best possible
desired working way or stabilise the system by making it insensitive to some disturbances.
The action variable being control. In pharmacokinetics, such an optimal control problem
consist to determine the optimal therapy.

The optimal control problem can be solved using two numerical methods [13] : direct
methods and indirect methods. Direct methods consist of discretising both state variable
and control, and approximating the optimal control problem as an optimisation problem.
On the other hand, indirect methods solve the boundary value problem obtained by applying
the maximum principle using the shooting method.

The problem of optimal control systems governed by partial di¤erential equations (PDE)
has been extensively studied in the literature (see [4, 8, 9, 10, 11] for example).
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The optimal control problem of nonlinear PDE has been solved by Mampassi and al. [11],
once the problem is transformed into an optimisation problem, a fast Alienor method- based
algorithm [6] is proposed to determine the global solution(s). In [15] the authors studied the
fully discrete mixed �nite element method for quadratic convex optimal control governed
by semilinear parabolic equations. The discretization space of the state variable was done
using usual mixed �nite elements, whereas the time discretization was based on di¤erence
methods. The state and co-state are approximated by the lowest order Raviart-Thomas
mixed �nite element spaces while the control was approximated by piecewise constant ele-
ments. They have derived a priori error estimates both for the coupled state and the control
approximation, but there were only few published results on this topic for nonlinear optimal
control problems.

However, the purpose of this work is to use a direct method to compute the optimal control
of a system governed by a nonlinear parabolic equation. We choose the controls in a �nite
dimensional space (piecewise constant functions), and we use the Adomian decomposition
method (ADM) for solving the PDE.

The ADM ([1], [5]) has been used for solving the linear and nonlinear systems (di¤eren-
tial, partial, algebraic, integral, ...). The solution is an analytical function given in series
form explicitly dependent of the parameters of the system. This method is based on the
decomposition of the nonlinear part of the system, using special polynomials called Ado-
mian polynomials. These polynomials are calculated by recursive formulas ([1], [5]). The
resolution of the system is done on small time intervals, where the control is assumed to be
constant and bounded. The optimal control problem is reduced to a minimisation problem
with a single variable : the control.

This article is organised as follows : the second section deals with stating the problem.
Section 3 presents a numerical method for solving optimal control problem governed by a
parabolic nonlinear PDE. An application of the Fisher equation is presented in section 4.
The numerical experiments are investigated in section 5.

2 Problem statement

Consider the nonlinear parabolic equation [5]:

@u

@t
= D

@2u

@x2
+ f (u; q) in 
 � ]0; T [ (1)

u(x; 0) = v(x) ; x 2 @
 (2)

u(x; t) = 0 , x 2 @
; t > 0 (3)

where q is a control parameter.
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In (1), 
 denotes a bounded region in Rn(n = 1; 2) with a boundary @
; T > 0 is the
terminal time, u = u(x; t) is a function describing the state of the system, D is a constant
coe¢ cient, f is a nonlinear function. v is non-null positive function on 
. We shall assume
that the problem (1-2-3) is well posed, in other words there exists a unique non-null positive
solution bounded on the interval [0; T ].

This equation occurs frequently in chemistry, when there is a substance that di¤uses into
a liquid or gas. In biology, the same equation can be used to describe the motion of particles
ranging from molecules to bacteria as well as the transport of a substance into and out of a
cell. The latter provides a simple model for gene selection/migration, and arisde as a model
for the spread of a gene through a geographically distributed population (see [5], [8]).

As in biological processes, the aim of the optimal control problem is to �nd the control
"q(t)",solution of :

Min
q2Q

Z
w

TZ
0

g(u(z; s; q))ds dz (4)

g is assumed a continuous di¤erentiable function real and positive. The parameter T is
known, w is a subdomain of 
: Some constraints are imposed on control and state. More
precisely, q is taken in the closed convex subset of L2(0; T ) de�ned as :

Q = fq 2 L2(0; T ) : a 6 q(t) 6 bg (5)

where a and b are given constants so that a < b.

And the state u sati�es the equation (2) and (3).

3 The numerical method

In our work, a direct numerical method [13] is used to solve the optimal control problem.
It allows to transform the optimal control problem (1-2-3) - (4) into a nonlinear constrained
optimisation problem in �nite dimension. We present a numerical scheme in two stages. The
�rst step consists of reshaping the optimal control problem as a constrained optimization
problem. In the second step, the problem is solved by an appropriate method.

3.1 Transformation of the problem

The decomposition method can be used to solve linear and nonlinear functional equations
of various kinds (di¤erential, partial di¤erential, integral, algebraic, ...) ([1], [2], [5], [12],
[14]). Here, we propose to use the ADM to solve the nonlinear partial di¤erential equation
(PDE). To improve the method convergence, we use Adomian solution on time subintervals
of uniform size �t: Given a parameter N (N > 0), we set :

�t =
T

N
(6)
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and we denote by t0 = 0; tk = k:�t for k = 1; :::; N the time grid points.

We �nd out the Adomian solution on each sub-interval [tk; tk+1]:

The direct method consists of choosing the control in a �nite dimensional space, namely
the piecewise constant controls.

Assuming that Q � RN ([0; T ]), we can approximate q(t) for t 2 [tk; tk+1] to a constant
written as :

q(t) = q(tk) = q
k; t 2 [tk; tk+1] , k = 0; :::; N � 1 (7)

We assume that q(t) is an admissible control satis�ng the following constraint :

a 6 q(t) 6 b (8)

with a; b 2 R+and a < b:

Then, each qk satis�es the constraint (8) :

a 6 qk 6 b; for k = 0; :::; N � 1 (9)

First, by integrating equation (1) on the intervals [tk; t]; we obtain :

u(x; t) = u(x; tk) +

tZ
tk

D
@2u(x; s)

@x2
ds+

tZ
tk

fk(u(x; s); q
k) ds (10)

where fk(u(s); qk): is an approximation of f(u(x; s); q(s)) on the interval [tk; tk+1] by
substitute q(t) by (7).The formula (10) is called a canonical form and used to obtaine the
following series :

uk(x; t; qk) =

1X
i=0

�ki (x; t); t 2 [tk; tk+1] (11)

uk is Adomian solution on [tk; tk+1]: The �ki are the terms of Adomian solution wich is
given later (see formula (14)).

The nonlinear term is decomposed as follows :

fk(u; q
k) =

1X
i=0

Aki (12)

where the functions Aki are the so called Adomian polynomials ([1],[2]). For each i, A
k
i

depends only on �k0; :::;�
k
i :
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Practical formulas for computing the Adomian polynomials are given by K. Abbaoui and
Y. Cherruault ([1], [2]) :

Ak0 = fk(�
k
0)

n!Akn =
dn

d�n

"
fk

 
nX
i=0

�i:�ki ]

!#
�=0

, n = 0:1; 2; ::: (13)

� is a parameter introduced for convenience.

The terms of Adomian solution are given by the following expression ([1], [5]) :

�k0(x; t) = u(x; tk)

�ki (x; t) =

tZ
tk

D Lxx[�
k
i�1(x; s)] ds+

tZ
tk

Aki�1ds ; i = 1; 2; ::: (14)

where Lxx = @2

@x2
:

It can be easily seen that this process leads to the solution of the state system. So, we
use an approximation of the Adomian series obtained from the truncated series of p terms
given as follows:

uk(x; t; qk) =

p�1X
i=0

�ki (x;D; q
k)
(t� tk)i
i!

for t 2 [tk; tk+1] (15)

where the term �ki (x;D; q
k) of the Adomian series explicitly depends on x;D and qk:

On each interval [tk; tk+1] we solve the equation (1). The initial condition in tk comes
from the resolution of the previous equation on [tk�1; tk].

By using (15) in the objective function (4), we get the following approximation :

J �
N�1X
k=0

Gk(q
k) (16)

by setting :

Gk(q
k) =

Z
w

tk+1Z
tk

g(uk(z; t; qk))ds dz , with N:�t = T:

We notice the canonical form (10) does not take into account the boundary condition (3).
Obviously this equation may be regarded as a constraint of the optimisation problem.
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This condition may be written using the Adomian solution (15), wich leads to the follow-
ing equation :

p�1X
i=0

�ki (x;D; q
k):(t� tk)i = 0 ; x 2 @
; t 2 [tk; tk+1] (17)

wich implicates that :
�ki (:; q

k) � 0 on @
: (18)

By integrating (18) on @
, we obtain the following condition :

Z
@


�
�ki (:; q

k)
�2
= 0; i = 0; ::p� 1; k = 0; :::N � 1 (19)

Which is a necessary and su¢ cient condition for solving (18) almost everywhere.

Finally, the optimal control problem is approximated by the following discretised problem:

Min
qk2 R

N�1X
k=0

Gk(q
k) (20)

subject to : 8>>>>>><>>>>>>:

�ki (q
k) = 0 ; i = 0; ::p� 1; k = 0; :::N � 1

a 6 qk 6 b; k = 0; :::; N � 1

where �ki (q
k) =

Z
@


�
�ki (:; q

k)
�2

(21)

This is a constrained optimisation problem with N unknown variables and (N + pN)
constrained equations . We should note that the convergence of the solution (15) is obviously
satis�ed since the ADM is developed over small size subintervals (see for example Edwards
and al [7]). The problem (20-21) can be solved by using the Lagrangian method.

4 Application to the Fisher equation

To illustrate the numerical method developed in the previous section, we consider the un-
forced Fisher equation in one dimension [12, 14] :

@u

@t
= D

@2u

@x2
+ qu(1� u) in ]0; l[� ]0; T [ (22)

u(x; 0) = v(x); for x 2 ]0; l[ (23)

158



where q(t) is an unknown control function.

This equation provides a simple model for gene selection/migration with u = u(x; t)
denoting the frequency of an advantageous gene and q measuring the intensity of selection
(see, e.g., [8]).

It is well-known that the system state admits a single positive solution. We want to
regulate the frequency of an advantageous gene u at x� = l during [0; T ], that is, to make
it close to a desired frequency ud: So that, ud is a positive constant. The problem consists
of �nding q(t); solution of :

Min
q

TZ
0

(u(x�; s)� ud)2 ds (24)

with 0 � q(t) � 1: Subject to (22-23).

The optimal control q�(t) satis�es the following condition :

0 � q�(t) � 1 (25)

� Using the numerical scheme described in the previous section, the q(t) is taken as a

constant function. i.e. q = qk on [tk; tk+1] wich leads to :

@u

@t
= D

@2u

@x2
+ qk u � qk u2 ; 0 < x < l; k = 0; :::N � 1

u(x; 0) = v(x); 0 < x < l (26)

� The nonlinear term is decomposed as follows :

f(u) = u2 =

1X
i=0

Aki (27)

where Aki are the Adomian polynomials given by (13).

� Applying the Adomian method to solve (26) yields :8>>><>>>:
u0(x; t) = u0 = u(x; tk)

ui(x; t) =

tZ
tk

D @2ui�1(x;s)
@x2

ds+

tZ
tk

qk ui�1(x; s)ds �
tZ
tk

qk Aki�1(u0; :::; ui�1)ds

for t 2 [tk; tk+1] ; i = 1; 2; :::
(28)
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where u(x; tk = k:�t) = uk(x; t; qk�1) and uk (k = 1; :::N) is Adomian solution given
as follows :

uk(x; t; qk) =

p�1X
i=0

ui(x; t) =

p�1X
i=0

�ki (x;D; q
k):
(t� tk)i
i!

(29)

� Thus the approximated objective function is as follows :

Min
0 6 qk 61

TZ
0

�
uk(x�; s; q

k)� ud
�2
ds (30)

On each interval [tk; tk+1], we have a minimization problem of one-variable function qk

(see [6]). So, we �nd out qk on a compact domain, wich proves the existence of an optimal
control. The uniqueness of solution results from the particular proprieties of the objective
function.

5 Numerical experiments

� We decomposed the time interval [0; 2] into di¤erents sub-intervals using a uniform
partition �t = 0:1; 0:25; 0:35. We consider the problem (22)-(23) with the initial
condition :

u(x; 0) = x:

We set D = 0:765 and ud = 0:5 at point x� = 1.The approximated solution is computed
with the ADM.

All numerical experiments are done on Pentium IV using Maple programming software.
Simulation results are given in �gures 1, 2, 3 and 4.

Discussion :

We have solved the optimal control problem of the Fisher equation by direct method.
The numerical solution convergence of the optimal control problem is evaluated in �gure
1. The computing time increases as the sub-intervals value decreases. We notice that J
value is minimal when �t takes on 0.1 as value. In �gures 2 and 3 we have plotted the
optimal control and the corresponding state at point x� = 1. The optimal state solution
obtained by ADM is given in �gure 4. We can see in �gures 3 and 4 that the optimal state
has reached the desired value.
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Fig.1. Optimal control for di¤erent Fig. 2. Optimal control q�(t)
values of the step time �t

Fig.3. Optimal state solution u(1; t; q�) Fig. 4. Optimal state solution obtained
by ADM

6 Conclusion

The ADM is an e¢ cient tool for solving nonlinear functional equations (di¤erential, partial
di¤erential, ....). The resolution of a parabolic nonlinear partial di¤erential equation allows
to express the solution in an explicit function of unknown parameters.

The main idea developed in this paper consists of approximating the optimal control
problem of PDE to a classical optimisation problem using the Adomian decomposition
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method where the control is assumed to be constant and bounded.

The �nite di¤erence and �nite elements methods give numerical solutions that depend
implicitly on parameters : the controls (see [3]), the thing that shows the main advantage
of our method.

An application to an optimal control problem is realised for the Fisher equation and
has leads to interesting results, as the optimal state reached the desired value. Our future
works will be focused on solving the constrained optimization problem.
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Une Synthèse sur le Problème de Transport à Quatre 
Indices avec Capacités 

 
Aaid Djamel 1, Noui Amel 2, Hoài  Lê Thi  An2, Zidna Ahmed2,  

     
                                            1 Université de Constantine, Laboratoire LMAHIS Skikda.  

2 Université de Sétif, Laboratoire LMFN Sétif. 
2 Université Paul-Verlain -Metz Laboratoire LITA Metz.  
2 Université Paul-Verlain -Metz Laboratoire LITA Metz.  

Résume. Dans ce papier, nous nous intéressons à l’étude théorique  d’un  
problème de transport à quatre indices avec capacités. Ce modèle non traité 
convenablement auparavant, et lié à des problèmes pratiques, entre autre   les 
problèmes de localisation, nous donnons une présentation générale du problème 
à savoir : Définitions, propriétés du problème, conditions d’existence d’une 
solution, conditions d’optimalité. Nous exploiterons les caractéristiques 
spécifiques du problème à fin d’innover un algorithme de résolution.  

Mots clés: Programmation Mathématiques, Programmation linéaire, Problème 
de transport, Problème pratique. 

1   Introduction 

La programmation linéaire est l’une des plus importantes techniques d’optimisation 
utilisées en recherche opérationnelle pour résoudre les problèmes des divers domaines 
(militaire, économie, gestion …), parmi ceux qui  sont importants on trouve le 
problème de transport formulé pour la première fois par F. Hitchcock en 1941. 

En 1949, Kantorovitch et Savourine  ont donné une première méthode pour 
résoudre un tel problème dit des potentiels, indépendamment de la méthode du 
simplexe appliquée par G. Dantzig à la résolution de ce problème en 1951. 

Plusieurs recherches concernant l’étude et la résolution d’un problème de transport 
à trois indices, ont été publiées au cours des années soixante. 

Dans le but de généraliser le problème de transport, P. X. Ninh propose en 1979 
une méthode pour résoudre un problème de transport à indices multiples sans 
capacités tout à fait différente de celle introduite par B. C. Verkhobski au début des 
années soixante-dix qui utilise la réduction d’indices. 

L’étude d’un problème de transport à capacités à indices supérieur à deux est un 
prolongement naturel dans les recherches  concernant ce problème,  à ce propos nous 
nous somme intéressé par l’étude des  caractéristiques particulières des problèmes de 
transport à quatre indices avec compacités. 
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2   Position du problème  

Étant données ݉ origines ܣଵ, … , ,ଵߙ  de disponibilitésܣ … ,  , ݊ destinationsߙ
,ଵܤ … , ,ଵߚ  de demandesܤ … ,  . ܲ moyens de transport choisis convenablementߚ

ଵܵ, … , ܵ de charges réservées ߛଵ, … ,  qualités d’une marchandise prises en ݍ  etߛ
même unités ܪଵ, … , ,ଵߜ  de quantitésܪ … ,  .Désignant par : ݀ les capacités desߜ
chemins de transport et par ܿ le coût unitaire de transport d’une quantité  ݔ de la 
marchandise ܪ transportée de l’origine ܣ vers la destination ܤ à l’aide du moyen de 
transport  ܵ. 

2.1   Formulation du Problème  

Le problème de transport à quatre indices avec capacités qu’on note (TC4) est 
formulé comme suit : 

ܼ ݎ݁ݏ݅݉݅݊݅ܯ ൌ     ܿݔ 


ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

 

                                          Sous les contraintes : 

   ݔ



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

ൌ ݅  ݎݑ      ߙ ൌ 1, … , ݉, 

   ݔ



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

ൌ ݆  ݎݑ       ߚ ൌ 1, … , ݊, 

   ݔ



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

ൌ ݇  ݎݑ       ߛ ൌ 1, … ,  ,

   ݔ



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

ൌ ݈  ݎݑ       ߜ ൌ 1, … ,  ,ݍ

0  ݔ  ݀      ݐݑݐ ݎݑ ሺ݅, ݆, ݇, ݈ሻ. 

,ሺ݅ ݆, ݇, ݈ሻ   ߙ    0, ߚ  0,  ߛ 0, ߜ  0,    ݀  0,   ܿ  0 
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      Cette formulation est équivalente  au programme linéaire suivant : 

 

                                   (PLVB)   ൝
݉݅݊ ܼ ൌ ܿ௧ݔ

ݔܣ ൌ ܾ
0  ݔ  ݀ 

, 

        

                 avec: 

ݔ • ൌ ሺݔଵଵଵଵ, … , ሻ௧ݔ א Ըே, 

• ܿ ൌ ሺܿଵଵଵଵ, … , ܿሻ௧ א Ըே, 

• ݀ ൌ ሺ݀ଵଵଵଵ, … , ݀ሻ௧ א Ըே, 

• ܾ ൌ ሺߙଵ, … . , ,ߙ ,ଵߚ … , ,ߚ ,ଵߛ … , ,ߛ ,ଵߜ . . , ሻ௧ߜ א Ըெ, 

ܯ ݁݊ݑ ݐݏ݁ ܣ • ൈ ,݁ܿ݅ݎݐܽ݉ ܰ ܯ ൌ ݉  ݊     ݍ

ܰ  ݐ݁ ൌ  .ݍ݊݉

3 Propriétés   

3.1   La matrice des contraintes. 
 

Dans cette représentation  ݔ ൌ ሺݔଵଵଵଵ, … ,       ሻ, on associe à chaqueݔ
ሺ݅, ݆, ݇, ݈ሻ א ሼ1, … , ݉ሽ ൈ ሼ1, … , ݊ሽ ൈ ሼ1, … , ሽ ൈ ሼ1, … ,   ሽݍ
un vecteur ܲ א Ըெ. Seulement quatre composantes du vecteur  ܲ sont non 
nulles, elles sont  situées dans les lignes ݅, ݉  ݆, ݉  ݊  ݉ ݐ݁ ݇  ݊    ݈ , et 
ayant 1 comme valeur commune, les autres éléments de ܣ sont tous nuls. 
Notons que ݃݊ܽݎሺܣ ൌ ܯ െ 3ሻ.  
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3.2   Tableau de Transport 
 
Il est utile de présenter les données du problème grâce à un tableau qu’on appelle 
tableau de transport. 
 
 

݀ଵଵଵଵ 
 

݀ଵଶଵଵ …݀ 

ܿଵଵଵଵ ܿଵଶଵଵ 
 

…ܿ 

 ଵଶଵଵݔ ଵଵଵଵݔ
 

 ݔ…

1 1 … ଵߙ 0
. 
. 
. 

. 

. 

. 

… . 
. 
. 

.

.

.
0 0 … ߙ 1
1 0 … ଵߚ 0
0 1 …  ଶߚ 0
. 
. 
. 

. 

. 

. 

… . 
. 
. 

. 

. 

. 
0 0 … ߚ 1
1 1 …  ଵߛ 0

 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

…
 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
0 0 …  ߛ 1

 
1 1 

 
…  ଵߜ 0

 
. 
. 

. 

. 
 

… . 
. 
 

. 

. 
 

0 0 …  ߜ 1
 

 
 

3.3 Cycle 
 
On appelle cycle, tout ensemble ߤ contenant un nombre ߱  1 de cases ሺ݅, ݆, ݇, ݈ሻ 

dont les vecteurs ܲ correspondants sont liés, mais toute sous famille de              
߱ െ 1 éléments de cette famille de vecteurs est libre. Les vecteurs ܲ correspondant 
à un cycle ߤ vérifient la relation            ∑ ߙ ܲሺ,,,ሻאఓ ൌ 0,  

167



Les nombres  ߙ ് 0 sont appelés coefficients du cycle.  
• Une solution réalisable ݔ du problème (TC4) est dite de base si les colonnes de la 

matrice ܣ௫ obtenue de ܣ en gardant seulement les colonnes correspondant aux 
variables 0 ൏ ݔ ൏ ݀ sont linéairement indépendantes. 

 
• Une solution réalisable de base est dite non dégénérée si 
 

௫ሻܣሺ݃݊ܽݎ ൌ  .ሻܣሺ݃݊ܽݎ
 
• Soit x une solution réalisable de base, le 4-uplet ሺ݅, ݆, ݇, ݈ሻ tel que  

  0 ൏ ݔ ൏ ݀  est appelé case intéressante. Dans le cas contraire, ሺ݅, ݆, ݇, ݈ሻ 
est dite non intéressante. 

 
4 Conditions de Réalisabilité et d’optimalité 
 
4.1 Conditions de réalisabilité 
 
Théorème 1 

1) Une condition nécessaire pour que le problème  (TC4)  possède une solution 
réalisable est que la condition 

 

 ߙ



ୀଵ

ൌ  ߚ



ୀଵ

ൌ  ߛ



ୀଵ

ൌ  ߜ



ୀଵ

ൌ ܪ … … ሺܣ. 1ሻ 

 
et les conditions suivantes …..(A.2) 
 
 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ߙۓ     ݀



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

݅   ݐݑݐ ݎݑ   ൌ 1, … , ݉

ߚ     ݀   ݐݑݐ ݎݑ   ݆ ൌ 1, … , ݊ 


ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

ߛ     ݀   ݐݑݐ ݎݑ   ݇ ൌ 1, … , 


ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

ߜ     ݀   ݐݑݐ ݎݑ   ݈ ൌ 1, … , ݍ


ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

 

 
soient vérifiées. 
2) Une condition suffisante pour que le problème (TC4) possède une solution 

réalisable est que la condition (A.1) et la condition suivante 
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α୧β୨γ୩δ୪

Hଷ  d୧୨୩୪   pour tout ሺi, j, k, lሻ 
 
soient vérifiées. 
 
Preuve 
 
1) On vérifie facilement que si x ൌ  ሺx୧୨୩୨୪ሻ est une solution réalisable pour le 

problème (TC4), alors les conditions (A.1) et (A.2) sont satisfaites. 
2) Soit x ൌ  ሺx୧୨୩୪ሻ un vecteur de   ԸN tel que 
 
x୧୨୩୪ ൌ

ஒౠஓౡஔౢ

Hయ , pour tout ሺi, j, k, lሻ. 
 
On vérifie facilement que x est une solution réalisable pour le problème(TC4). 
Si l’ensemble des solutions réalisables du problème est non vide alors il est un 

polyèdre convexe borné, et comme la fonction objectif est continue, alors le problème 
admet au moins une solution optimale.   

 
4.2 Conditions d’optimalité 

 
Théorème 2 
Supposons que le problème (TC4) est réalisable, alors une solution réalisable x de 

ce problème est optimale si et seulement s'il existe un vecteur 
ሺuଵ, … , u୫, vଵ, … , v୬, wଵ, … , w୩, tଵ … , t୪ሻ א ԹN 
tel que :      u୧  v୨  w୩  t୪  c୧୨୩୪         Si  x୧୨୩୪ ൌ 0 
 
                   u୧  v୨  w୩  t୪ ൌ c୧୨୩୪      Si  0 ൏  x୧୨୩୪ ൏ d୧୨୩୪ 
et 
                      u୧  v୨  w୩  t୪  c୧୨୩୪       Si x୧୨୩୪ ൌ d୧୨୩୪. 

 
Preuve 
 
Considérons la formulation suivante du problème (TC4) : 
min௫ሾܿ௧ݔ ; ݔܣ ൌ ܾ, െݔ  െ݀ሿ, 
 Alors, son dual qu’on note (DTC4) est formulé comme suit : 
 

max
ஹ

ሾܾ௧ݕ െ ݀௧ݖ  ݕ௧ܣ  െ ݖ  ܿ, ݕ א Թெሿ 
 Soit  ሺݕ,  ሻ une solution optimale du problème (DTC4), alors une solutionݖ

réalisable  ݔ ൌ   du problème (TC4) est optimale si et seulement si les deuxݔ
conditions de complémentarité suivantes sont vérifiées 
 
ሺܣ௧ݕ െ ݖ െ ܿሻݔ ൌ 0,…………. (A.3) 

                   et 
ሺ݀ െ ݖሻݔ ൌ 0 ……………………. (A.4) 
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1. Si ݔ  ൌ  0, alors ݔ  ൏  ݀ et (A.4) impliquent ݖ  ൌ  0. 
Donc ሺܣ௧ ݕሻ  ܿ. 

 
2. Si 0 ൏ ൏ ݈݆݇݅ݔ   ݀ alors (A.4) implique ݖ  ൌ  0 et (A.3) implique 

ሺܣ௧ݕ െ െ ݖ   ܿሻ ൌ  0. Donc ሺܣ௧ݕሻ ൌ  ܿ. 
 
3. Si ݔ  ൌ  ݀ alors ݔ    0 et (A.3) impliquent 
ሺܣ௧ݕ െ െ ݖ ܿሻ  ൌ  0, Ce qui implique  
ሺܣ௧ݕ െ ܿሻ  ൌ ሻ ݕ௧ܣ. Donc ሺݖ    ܿ.    ז 
 
5 Adaptation d’une méthode de point intérieurs à la résolution 

du problème  
 
Pour résoudre le problème de transport à quatre indices avec capacités on utilise 

une variante de la méthode de Karmarkar dite  Ye-Lustig, nous devons considérer  la 
formulation équivalente  (PLVB) dont la matrice des contraintes n’est pas pleins rang. 

Afin de remonter cette difficulté on utilise l’élimination de Gauss avec permutation 
de lignes ou de colonnes, à la fin du processus on remet les colonnes dons l’ordre 
initial et on résout le problème résultant.  
 

 
Algorithme 1:Algorithme de Ye-Lustig 
 

Phase 1  
 
         Initialisation   ݔ ൌ ܽ, ߣ ൌ 1, ݔ ൌ ሺݔ, ݇  ሻ etߣ ൌ 0. 

1. Si ԡݔܣ െ ܾԡ    est une solution initialeݔ  ,Stop .ߝ
du ሺܲܤܸܮሻ qu’on    note  ݔ  ultérieurement. 

                     Sinon aller à l'étape (2). 
2. Si ߣ    est une solution initialeݔ ;Stop  ߝ

du ሺܲܤܸܮሻ. 
                       Sinon aller à l'étape 3. 

3. Prenons:  
ܦ                         ൌ ݀݅ܽ݃ሺݔሻ, ܤ ൌ ሾܣ, ܾ െ ݎ ሿ etܽܣ ൌ ଵ

ඥሺାଵሻሺାଶሻ
 

                        Calculer   
 ൌ ሾܫ െ ܤ

௧ ሺܤܤ
௧ ሻିଵܤሿሺܦܿ̃, െܿ̃௧ݔሻ௧ 

                            Tel que : ܤ ൌ ሾܦܤ, െܾሿ 
                              
                           Calculer   
ାଵݕ                             ൌ శమ

ାଶ
െ ݎߙ ೖ

ԡೖԡ
, ାଵݔ ൌ ሺݕାଶ

ାଵሻିଵܦݕାଵሾ݊  1ሿ. 
4. Faire ݇ ൌ ݇  1 et retourner à l'étape 2. 

                    Fin. 
       
  Phase 2 : (amélioration d’une solution strictement réalisable)  
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                  Initialisation :     ݔ  0, ݇ ൌ 0 
                     Tan que  
                                                ฮௗೖฮ

௫బ     ߝ
                     Faire  

1. Construire   ܦ ൌ ݀݅ܽ݃ሺݔሻ, ܣ ൌ

ሾܦܣ, െܾሿ, ܤ ൌ 
ܣ
݁

௧ ൨ 

2. Calcul de la projection  
 
                                                      ൌ ሾܫ െ ܤ

௧ ሺܤܤ
௧ ሻିଵܤሿሺܦܿ, െܿ௧ݔሻ௧ 

 
3. Normaliser la projection  :     ݀ ൌ ೖ

ԡೖԡ
 

 
4. Calculer l'itéré suivant      ݕ ൌ శభ

ାଵ
െ

,݀ݎߙ ାଵݔ  ൌ ೖ௬ೖሾሿ
௬శభ

ೖ  

avec  ݎ ൌ ଵ
ඥሺାଵሻ

 

5. ݇ ൌ ݇  1 
 
                  Fin tant que,              Fin algorithme 

6 Conclusion 
 

Le problème de transport énoncé précédemment se modélise comme un 
programme linéaire à variable bornées. L’algorithme de Ye-Lustig permet donc d’en 
calculer une solution optimale.  

En tenant compte des particularités du problème (TC4), on propose prochainement 
un algorithme  qui attaque directement le problème tel qu’il est sans reformulation et 
sans augmentation dans la taille du problème en question. 
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Méthode de Résolution d’un Problème de
Contrôle Optimal avec une Application

Financière
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Résumé Dans cet article, nous développons une méthode adaptée de
résolution d’un problème de contrôle optimal d’un système dynamique
linéaire sous forme de Bolza, avec des contraintes inégalités et une com-
mande vectorielle. Cette méthode est élaborée en se basant sur la méthode
développée par R.Gabasov et F.M.Kirillova. Sa particularité réside dans
le fait qu’elle évite toute transformation préliminaire du problème, et
elle possède un critère de suboptimalité qui permet d’arrêter l’algorithme
avec une précision désirée.
Les problèmes de contrôle optimal sous forme de Bolza ont des appli-
cations importantes en économie financière. Pour cela, nous appliquons
notre méthode sur un modèle de financement optimal d’entreprise, afin
d’analyser et d’interpréter l’évolution de ce modèle.

Mots clés :Méthode adaptée, Commande vectorielle, Problème de Bolza,
Financement optimal.

1 Introduction

Un système de contrôle est un système dynamique dépendant d’un paramètre
appelé contrôle (commande), avec lequel on peut amener le système d’un état ini-
tial donné à un certain état final, en optimisant éventuellement certains critères.
Après l’apparition du principe du maximum de Pontriaguine [11] dans les années
50, plusieurs théoriciens se sont intéressés à la résolution des problèmes de
contrôle optimal, afin d’automatiser les systèmes de gestion, de s’affranchir des
tâches pénibles, de prédire et de contrôler les événements futurs, et enfin d’op-
timiser certains critères. Le principe du maximum a révolutionné la théorie mo-
derne du contrôle optimal et il a ouvert un vaste champ de recherche dans cette
discipline.

Dans cet article, nous développons une nouvelle méthode de résolution d’un
problème de contrôle optimal sous forme de Bolza avec une commande multi-
variable et des contraintes sous forme d’inégalités, et ce, en se basant sur la
méthode développée par R. Gabassov et F.M.Kirillova dans [1], et sur les tra-
vaux de M.O.Bibi [4,6]. Après avoir construit le support et l’accroissement de
la fonctionnelle, nous donnons les critères d’optimalité et de suboptimalité, qui
permettent d’élaborer un algorithme de résolution du problème.
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Le modèle de contrôle optimal considéré ici a des applications importantes en
économie financière. C’est pour cela que nous exposons à la fin de ce travail
l’application numérique de l’algorithme élaboré, implémenté sous Matlab, pour
un modèle de financement optimal d’entreprise.

2 Position du problème et définitions

Le problème de contrôle optimal étudié dans ce travail est le suivant :

J(u) = c′1x(t∗) +
∫ t∗

0

c′2(t)u(t)dt −→ max, (1)

ẋ = Ax+Bu+ r, x(0) = x0, (2)

g∗ ≤ Hx(t∗) ≤ g∗, d− ≤ u(t) ≤ d+, t ∈ T = [0, t∗], (3)

où x(t) ∈ Rn est un vecteur qui représente l’état du système à l’instant t et x0 la
position initiale du système ; u(t) ∈ Rr est la commande agissant sur le système à
l’instant t (signal d’entrée), avec d− = (d−1 , d

−
2 , · · · , d−r ), d+ = (d+

1 , d
+
2 , · · · , d+

r ) ;
A est une matrice carrée d’ordre n, caractérisant le système (pour plus de simpli-
cité on la suppose constante, c’est-à-dire ne dépendant pas de la variable t), de
la même manière B = B(K,J) et H = H(I,K) sont des matrices réelles d’ordre
n × r et m × n respectivement ; g∗ = g∗(I) et g∗ = g∗(I) sont des m-vecteurs,
où K = {1, ..., n}, I = {1, ...,m}, J = {1, ..., r} sont des ensembles d’indices ; c1
et c2(t) sont deux vecteurs de coûts, de dimension n et r respectivement.

La solution du système dynamique (2) est donnée par la formule de Cauchy :

x(t) = F (t)
[
x0 +

∫ t

0

F−1(τ)(Bu(τ) + r(τ))dτ
]
, t ∈ T, (4)

où F (t) = exp(At), est une matrice carrée d’ordre n, solution du système
différentiel homogène :

Ḟ (t) = AF (t), F (0) = In, (5)

In étant une matrice identité d’ordre n.
En remplaçant cette solution dans le problème (1)-(3), celui-ci devient un problème
de la seule variable u(t) suivant :





J(u) = c′1F (t∗)x0 +
∫ t∗

0
c′(t)u(t)dt+

∫ t∗

0
c′3(t)r(t)dt −→ max,

g∗ ≤
∫ t∗

0
ϕ(t)u(t)dt ≤ g∗,

d− ≤ u(t) ≤ d+, t ∈ T = [0, t∗],
(6)

avec c′(t) = c′1F (t∗)F−1(t)B + c′2(t), c′3(t) = c′1F (t∗)F−1(t), ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)B,

g∗ = g∗−HF (t∗)x0−
∫ t∗

0
HF (t∗)F−1(t)r(t)dt, g∗ = g∗−HF (t∗)x0−

∫ t∗
0
HF (t∗)F−1(t)r(t)dt.
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Choisissons dans l’ensemble I un sous ensemble Is ⊂ I, avec |Is| = p ≤ m.
Sur l’intervalle T , choisissons un ensemble de moments isolés Ts = {tk, k ∈ Ks},
Ks = {1, . . . , ks}, ks ≤ p. A chaque moment tk ∈ Ts faisons correspondre un ensemble
d’indices Jk ⊂ J ,

∑
k∈Ks

|Jk| = p.
Posons Js = {Jk, k ∈ Ks} et Qs = {Is, Js, Ts}.
Construisons la matrice :

ϕs = ϕ(Qs) = (ϕij(tk), i ∈ Is, j ∈ Jk, k ∈ Ks). (7)

Définition 1. La commande constante par morceaux u(t), t ∈ T , est dite admissible
si elle satisfait les contraintes (2), (3).

Définition 2. La commande admissible u0(t), t ∈ T, est dite optimale si

J(u0) = max J(u). (8)

La trajectoire correspondante x0(t) est dite trajectoire optimale. En outre, on appelle
commande suboptimale (ou ε-optimale) toute commande admissible uε(t), t ∈ T , sa-
tisfaisant l’inégalité :

J(u0)− J(uε) ≤ ε, (9)

où ε ≥ 0 est un nombre donné et u0 est une commande optimale.

Définition 3. L’ensemble Qs = {Is, Js, Ts} est appelé support du problème (1)-(3) si
la matrice ϕs est inversible.

Définition 4. La paire {u,Qs} formée de la commande admissible u et du support
Qs est appelée commande de support.

Définition 5. La commande de support {u,Qs} est dite non dégénérée si :

1. Pour tout moment tk de Ts et pour tout indice i ∈ Ik, k ∈ Ks, l’une des deux
conditions est vérifiée :
– dans le voisinage de tk , la composante ui(t), t ∈ T , est non critique :

d−i < ui(t) < d+
i , t ∈ [tk − δ, tk + δ], δ > 0,

– tk est un point de discontinuité de la fonction ui(t), t ∈ T ;

2. En outre, la contrainte suivante est vérifiée :

g∗(IH) < H(IH ,K)x(t∗) < g∗(IH), IH = I\Is. (10)

3 Formule de l’accroissement de la fonctionnelle

Soit {u,Qs} une commande de support du problème (1)-(3). Considérons une autre
commande admissible u(t) = u(t) +∆u(t) et sa trajectoire correspondante
x(t) = x(t) +∆x(t), t ∈ T .
L’accroissement de la fonctionnelle s’écrit alors :

∆J(u) = J(u)− J(u)

= c′1F (t∗)x0 +

∫ t∗

0

(c′(t)u(t) + c′3(t)r(t))dt− c′1F (t∗)x0 −
∫ t∗

0

(c′(t)u(t) + c′3(t)r(t))dt

=

∫ t∗

0

c′(t)u(t)dt+

∫ t∗

0

c′3(t)r(t)dt−
∫ t∗

0

c′(t)u(t)dt−
∫ t∗

0

c′3(t)r(t)dt

=

∫ t∗

0

c′(t)u(t)dt−
∫ t∗

0

c′(t)u(t)dt =

∫ t∗

0

c′(t)(u(t)− u(t))dt

∫ t∗

0

c′(t)∆u(t)dt.
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Définissons le vecteur :
cs = (cj(tk), j ∈ Jk, k ∈ Ks),

où cj(t) est le jème élément du vecteur

c′(t) = (c1(t), . . . , cr(t)) , t ∈ T.

Construisons le vecteur des potentiels :

y′(Is) = c′sϕ
−1
s , y(IH) = 0, (11)

et la co-commande E′(t) = (E1(t), . . . , Er(t)) , t ∈ T :

E′(t) = y′ϕ(t)− c′(t)
= y′HF (t∗)F−1(t)B − (c′1F (t∗)F−1(t)B + c′2(t))

= (y′H − c′1)F (t∗)F−1(t)B − c′2(t). (12)

En introduisant la fonction ψ(t) défini comme suit :

ψ′(t) = −(H ′y − c1)′F (t∗)F−1(t), t ∈ T,

qui est la solution du système conjugué :

ψ̇ = −A′ψ, ψ(t∗) = c1 −H ′y, (13)

alors, la co-commande peut s’écrire sous la forme :

E′(t) = −ψ′(t)B − c′2(t), t ∈ T. (14)

En vertu des définitions (11) et (14), l’accroissement de la fonctionnelle prend la forme
suivante :

∆J(u) = J(u)− J(u)

=

∫ t∗

0

c′(t)∆u(t)dt

=

∫ t∗

0

[y′ϕ(t)− E′(t)]∆u(t)dt

= y′
∫ t∗

0

ϕ(t)∆u(t)dt−
∫ t∗

0

E′(t)∆u(t)dt

= y′H∆x(t∗)−
∫ t∗

0

E′(t)∆u(t)dt. (15)

En posant υ = H∆x(t∗), l’accroissement de la fonctionnelle devient :

∆J(u) =
∑
i∈Ia

yiυi −
∫ t∗

0

E′(t)∆u(t)dt. (16)

Par conséquent, il est clair que le maximum de l’accroissement de la fonctionnelle
∆J(u) sous les contraintes :{

gi∗ −H(i, k)x(t∗) ≤ υi ≤ g∗i −H(i, k)x(t∗), i ∈ Is,
d− − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ d+ − u(t), t ∈ T, (17)
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est égal à :

β(u,Qs) =

r∑
j=1

[∫
T+(j)

Ej(t)(uj(t)− d−j )dt+

∫
T−(j)

Ej(t)(uj(t)− d+
j )dt

]
+

∑
yi<0,i∈Is

yiυ
−
i +

∑
yi>0,i∈Is

yiυ
+
i , (18)

avec T+(j) = {t ∈ T,Ej(t) > 0}, T−(j) = {t ∈ T,Ej(t) < 0}, j ∈ J,
et υ−(I) = (υ−i , i ∈ I) = g∗ −Hx(t∗), υ+(I) = (υ+

i , i ∈ I) = g∗ −Hx(t∗).
Le nombre β(u,Qs) est appelé estimation de suboptimalité. Ainsi, nous obtenons une
majoration de l’accroissement de la fonctionnelle :

∆J(u) = J(u)− J(u) ≤ β(u,Qs). (19)

4 Critère d’optimalité et de suboptimalité

Nous avons les théorèmes suivants :

Théorème 1. (Critère d’optimalité).
Soit (u,Qs) une commande de support du problème (1)-(3). Les relations suivantes :

Ej(t) ≥ 0, si uj(t) = d−j ,
Ej(t) ≤ 0, si uj(t) = d+

j ,

Ej(t) = 0, si d−j < uj(t) < d+
j , t ∈ T, j ∈ J ;

yi ≥ 0, si H(i,K)x(t∗) = g∗i ,
yi ≤ 0, si H(i,K)x(t∗) = g∗i,
yi = 0, si g∗i < H(i,K)x(t∗) < g∗i , i ∈ Is,

(20)

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont aussi nécessaires
pour l’optimalité de la commande de support {u,Qs}.

Théorème 2. (Critère suboptimalité).
Soit ε > 0. Pour que la commande admissible u(t), t ∈ T , soit ε-optimale, il est
nécessaire et suffisant qu’il existe un support Qs de telle sorte que le long des trajectoires
x(t),ψ(t), t ∈ T , on ait les conditions suivantes vérifiées :

H(t, x(t), ψ(t), u(t)) = max
d−≤v≤d+

H(t, x(t), ψ(t), v)− ε(t), t ∈ T, (21a)

y′Hx(t∗) = max
g∗≤Z≤g∗

y′Z − ε1, (21b)

avec
∫ t∗

0
ε(t)dt+ ε1+ ≤ ε ; ε1 et ε(t) sont deux quantités positives.

Remarque 1. La démonstration des théorèmes 1 et 2 peut se faire de la même manière
que dans [1].

5 Algorithme de la méthode

Soient ε > 0 et {u,Qs} une commande de support initiale. Le but de l’algorithme
est de construire une commande suboptimale uε ou carrément optimale u0, en faisant
des itérations qui consistent à faire le passage de {u,Qs} à {u,Qs} tel que J(u) ≥ (u).
Pour cela, l’algorithme se décompose en trois procédures :
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• changement de commande u −→ u ;
• changement de support Qs −→ Qs ;
• procédure finale.

5.1 Changement de commande

Soient ε ≥ 0 donné et une commande de support {u,Qs} vérifiant β(u,Qs) > ε.
Construisons une autre commande admissible u(t) = u(t) + θ∆u(t), t ∈ T , de telle
façon à avoir J(u) ≥ J(u), où ∆u(t) est la direction du changement de la commande,
et θ ≥ 0 est le pas maximal admissible le long de cette direction. Pour cela, choisissons
les nombres α > 0, h > 0 (paramètres de l’algorithme) et construisons les ensembles :

Tα = {t ∈ T : η(t) ≤ α}, T∗ = T\Tα, avec η(t) = min
j∈J
|Ej(t)|, t ∈ T.

Subdivisons l’ensemble Tα en intervalles [τk, τ
k], k = 1, N , τk < τk ≤ τk+1,

Tα =
⋃N
k=1[τk, τ

k], de telle façon que nous ayons τk − τk ≤ h ; Ts ⊂ {τk, k = 1, N} ;
uj(t) = ujk = const, t ∈ [τk, τ

k], k = 1, N , j ∈ J .
Calculons les quantités suivantes :

βjk = −
∫ τk

τk

Ej(t)dt, qjk =

∫ τk

τk

ϕj(t)dt, k = 1, N, j ∈ J ; (22)

βN+1 = −
r∑
j=1

∫
T∗
Ej(t)∆uj(t)dt+

∑
i∈Is

yiυi; (23)

qi(N+1) =

r∑
j=1

∫
T∗
ϕij(t)∆uj(t)dt− υi, i ∈ Is, (24)

qi(N+1) =

r∑
j=1

∫
T∗
ϕij(t)∆uj(t)dt, i ∈ IH ; (25)

avec

υi =

{
g∗i −H(i,K)x(t∗), si yi < 0,
g∗i −H(i,K)x(t∗), si yi > 0,

(26)

et

∆uj(t) =

{
d+
j − uj(t), si Ej(t) < −α,
d−j − uj(t), si Ej(t) > α, t ∈ T∗, j = 1, r.

(27)

Posons : {
ljk = θ∆uj(t), t ∈ [τk, τ

k], j = 1, r, k = 1, N,
lN+1 = θ, avec 0 ≤ θ ≤ 1;

(28)

f∗(IH) = g∗(IH)−H(IH ,K)x(t∗), f∗(IH) = g∗(IH)−H(IH ,K)x(t∗), f∗(Is) = f∗(Is) = 0;

l = (l11, . . . , l1N , . . . , lr1, . . . , lrN , lN+1)′; (29)

β = (β11, . . . , β1N , . . . , βr1, . . . , βrN , βN+1)′. (30)

Les vecteurs l, β, et qjk ont pour dimensions respectives (Nr + 1) et m. En utilisant
ces quantités, le problème (16)-(17) sera équivalent au problème de support suivant :

β′l −→ max, (31a)

f∗ ≤
r∑
j=1

N∑
k=1

qjkljk + qN+1lN+1 ≤ f∗, (31b)

d−j − ujk ≤ ljk ≤ d+
j − ujk, j = 1, r, k = 1, N, 0 ≤ lN+1 ≤ 1. (31c)
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Résolvons le problème (31) par la méthode adaptée, présentée dans [9], de la manière
suivante :
introduisons SB ⊂ S = {1, . . . , N + 1}, |SB | ≤ p, et à chaque indice k ∈ SB faisons
correspondre un ensemble Jk ⊂ J = {1, . . . , r}, ∑k∈SB

|Jk| = p.
Posons JB = {Jk, k ∈ SB}, TB = {k, k ∈ SB} et QB = {Is, JB , TB} et introduisons la
matrice PB = P (QB) = (qijk , i ∈ Is, j ∈ Jk, k ∈ SB), où qjk est un m-vecteur et
detPB 6= 0.

On prend comme plan initial l0jk = 0, à qui nous associons le support QB . Après

un certain nombre d’itérations, on obtient la solution ε-optimale {lε, Q̃B}.
Si l’indice supplémentaire (N + 1) ∈ T̃B , alors par la méthode duale, on l’exclut du
support et on construit un nouveau support QB .

Si l’indice (N + 1) n’est pas dans TB , alors on pose QB = Q̃B .

Ainsi, construisons la nouvelle commande de support {u, Q̃s}, avec :

uj(t) =

{
uj(t) + lεjk, t ∈ [τk, τ

k], k = 1, N,
uj(t) + lεN+1∆uj(t), j = 1, r, t ∈ T∗, (32)

et le support Q̃s = {Ĩs, J̃s, T̃s} du problème (1)-(3) est construit de la manière suivante :

Ĩs = Is, J̃s = {Jk, k ∈ SB}, T̃s = {τk, k ∈ SB}. (33)

En utilisant ces ensembles, on construit la matrice :

ϕ̃s = (ϕij(tk), i ∈ Is, j ∈ J̃k, k ∈ K̃s).

La nouvelle commande ainsi construite vérifie l’inégalité J(u) ≥ J(u).

Calculons alors la nouvelle valeur de suboptimalité β(u, Q̃s). A partir de cette
valeur on distingue trois cas :

– si β(u, Q̃s) = 0, alors u est une commande optimale pour le problème (1)-(3) ;

– si β(u, Q̃s) ≤ ε, alors u est une commande ε-optimale ;
– sinon, nous passons soit à une nouvelle itération en démarrant avec une com-

mande d’appui {u, Q̃s} et les paramètres α < α, h < h, soit à la procédure de
changement de support.

5.2 Changement de support

Soit {u, Q̃s} la commande de support obtenue après résolution du problème (31).

Calculons par les formules (11)-(14) la co-commande Ẽ′(t) = −ψ̃′(t)B − c′2(t), t ∈ T ,

correspondant à {u, Q̃s}. Par la suite, construisons la quasi-commande w(t), t ∈ T :

wj(t) =


d−j , si Ẽj(t) > 0,

d+
j , si Ẽj(t) < 0,

∈ [d−j , d
+
j ], si Ẽj(t) = 0, j = 1, r, t ∈ T,

(34)

et sa quasi-trajectoire correspondante χ(t), t ∈ T , vérifiant l’équation :

χ̇ = Aχ+Bw + r(t), χ(0) = x0. (35)

Construisons les vecteurs

γ(J̃s, T̃s) = ϕ̃−1
s

(
g∗∗(Ĩs)−H(Ĩs,K)χ(t∗)

)
, (36)
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γ∗(ĨH) = (γ∗i , i ∈ ĨH = I\Ĩs), γ∗(ĨH) = (γ∗i, i ∈ ĨH),

où

g∗∗i =

{
g∗i, si ỹi < 0,
g∗i , si ỹi > 0,

(37)

et
γ∗i =

∑
j∈J̃k,k∈K̃s

ϕij(tk)γ(j, tk) +H(i,K)χ(t∗)− g∗i ,

γ∗i =
∑

j∈J̃k,k∈K̃s

ϕij(tk)γ(j, tk) +H(i,K)χ(t∗)− g∗i.

En introduisant un paramètre µ suffisamment petit deux cas peuvent se présenter :

1. Si les relations suivantes :

||γ(J̃s, T̃s)|| ≤ µ, γ∗(ĨH) ≥ 0, γ∗(ĨH) ≤ 0, (38)

sont vérifiées, alors on passe à la procédure finale avec le support Qs = Q̃s.

2. Sinon on va changer le support (Q̃s −→ Qs) par une itération de la méthode duale,
et on refait une nouvelle itération avec {u,Qs}, α < α et h < h .

5.3 Procédure finale

Admettons, que les relations (38) sont vérifiées pour la quasi-commande w(t), t ∈ T
et la quasi-trajectoire χ(t), t ∈ T , construite par le support Qs.
La procédure finale consiste à déterminer le support optimal Q∗s = {I∗s , J∗s , T ∗s } de telle
manière à avoir g∗ ≤ Hχ(t∗) ≤ g∗.
Ainsi, le support Q∗s est déterminé en résolvant le système d’équations suivant :∑
j∈Jk

∑
k∈Ks

(d+
j −d−j )signĖj(tk)

∫ Vk(T∗s )

tk

ϕij(t)dt−g∗∗i+H(i,K)χ(t∗) = 0, i ∈ I∗s , (39)

où Vk(T ∗s ), k ∈ K∗s , est déterminé par les relations :

Ej(Vk(T ∗s ), T ∗s ) = 0, Vk(T s) = tk, j ∈ Jk, k ∈ Ks; E(t, T ∗s ) = c∗
′
s ϕ
∗−1
s ϕ(t)− c(t).

Supposons Qls la lème approximation, Q0
s l’ approximation initiale , avec I0

s = Is,
J0
s = Js, T

0
s = T s. Supposons que la lème approximation est connue, alors la (l+1)ème

approximation sera construite de la manière suivante :

T l+1
s = T ls +

(
1

d+
j − d−j

signĖj(tk)γ(j, tlk), j ∈ J lk, k ∈ Kl
s

)
. (40)

En outre, la (l + 1)ème approximation sera construite d’une manière à satisfaire les
relations (38). Ainsi, si à chaque approximation, les conditions (38) ne sont pas vérifies,
nous changeons le support comme suit :
• Si ∃ i∗ ∈ Ils, avec yl+1

i∗ = 0, γl+1
∗i ≥ 0, γ∗l+1

i ≤ 0, i ∈ IkH , posons

Ql+1
s = {Il+1

s , J l+1
s , T l+1

s }, avec Il+1
s = Ils\i∗, J l+1

s = J ls\j0, T l+1
s = T ls\ts0 .

Calculons γ∗(Il+1
H ), γ∗(I

l+1
H ), γ∗(J l+1

s , T l+1
s ).

Si les conditions (38) sont vérifiées, nous posons Q0
s = Ql+1

s . Sinon, changeons le
support jusqu’à ce que les conditions (38) soient satisfaites.
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• Si ∃ i∗ ∈ Ils, yl+1
i∗ = 0 ; ∃ i0 ∈ IkH , γl+1

∗i0 > 0, γ∗l+1
i0

< 0, nous changeons le support
de la manière suivante :

Il+1
s = (Ils\i∗) ∪ i0, J l+1

s = J ls, T l+1
s = T ls.

• Si ∀ i ∈ Ils, yl+1
i 6= 0, et ∃ i0 ∈ IH : ∃ i0 ∈ IkH , γl+1

∗i0 > 0, γ∗l+1
i0

< 0, posons

Il+1
s = Ils ∪ i0, J l+1

s = J ls ∪ j1, T l+1
s = T ls ∪ ts.

Faisons une nouvelle itération jusqu’à ce que les approximations successives ne diffèrent
pas.

Soit Q∗s = {I∗s , J∗s , T ∗s } la solution du système (39), alors la quasi-commande
w∗(t), t ∈ T calculée par (34) et le support Q∗s est une commande optimale pour
le problème (1)-(3), et Q∗s est le support optimal.

6 Application en économie financière

Dans cette section, on présente les résultats numériques d’un modèle de financement
de firme. Nous supposons une entreprise qui utilise le capital propre (dividendes non
distribués) comme source de financement, et son objectif est de maximiser la somme
des dividendes distribués aux actionnaires V (D, t∗), sous la contrainte que son niveau
de production peut satisfaire les engagements envers ses clients à une date donné t∗.
Nous supposons aussi que la fonction de production de cette entreprise est celle de
Leontieff à un seul facteur de production k. Le chiffre d’affaires de l’entreprise peut
s’écrit alors S = νk(t), où ν est la productivité nominale du capital. En effet, ce modèle
s’écrit comme suit :

V (D, t∗) =

∫ t∗

0

e−ρtD(t)dt→ max,
k̇ = νk − (δ + wl)k −D,
k(0) = k0,
k(t∗) ≥ kf ,
0 ≤ D(t) ≤ Dmax, t ∈ T,

(41)

où k(t) est le capital de production à l’instant t, la commande D(t) représente la quan-
tité de dividende distribués à l’instant t, ν la productivité nominale, lk(t) la quantité
du travail à l’instant t, w le taux de salaire de la main-d’œuvre, ρ le taux d’actualisation
et δ est le taux de dépréciation du capital.

Afin d’interpréter l’évolution de ce modèle, on a implémenté l’algorithme précédent
sur machine en se servant des avantages du langage de programmation mathématique
du Matlab7.
Pour tester le programme, les valeurs numériques suivantes ont été utilisées : t∗ = 10;
k0 = 20; kf = 70; Dmax = 5 ; ρ = 0.05 ; δ = 0.01; wl = 0.1 ; ν = 0.3.
Avec une précision de ε = 10−4, la commande ε-optimale est la suivante :

D(t) =


0 pour t ∈ [0, 3.5229],
3.3145 pour t ∈ [3.5229, 3.5329],
5 pour t ∈ [3.5329, 10],

(42)

La trajectoire optimale k(t) et l’évolution de la fonctionnelle associée à la commande
ε-optimale dans le temps sont représentées sur les figures (1) et (2) :
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Figure 1. La trajectoire optimale.

Figure 2. L’évolution de la fonctionnelle.

Ainsi, la valeur de la fonctionnelle est V (D, t∗) = 23.1826.

A partir des résultats obtenus, la décision optimale pour les actionnaires est de
réinvestir leurs dividendes jusqu’à une date donnée pour profiter du taux de rende-
ment que l’entreprise offre, puis de recevoir les dividendes à leurs valeurs maximales
autorisées afin de maximiser les dividendes distribués.
Pour l’analyse de sensibilité du changement des bornes de la commande sur la valeur
de la fonctionnelle et sur la commande optimale, prenons l’ensemble des valeurs de
Dmax suivant Mv = {2, 3, 7, 10}.
Les résultats pour les différentes valeurs de Dmax sont donnés dans le tableau suivant :
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Dmax La commande ε-optimale k(t∗) V(D,t*)

2 D(t) = 2 sur [0, 10]. 73.8664 15.7388

3 D(t) = 0 sur [0, 1.492] ;
D(t) = 3 sur [1.492, 10].

70 19.2948

7 D(t) = 0 sur [0, 4.711] ;
D(t) = 4.0516 sur [4.711, 4.712] ;
D(t) = 7 sur [4.712, 10].

70 25.6838

10 D(t) = 0 sur [0, 5.8178] ;
D(t) = 2.9357 sur [5.8178, 5.8278] ;
D(t) = 10 sur [5.8278, 10].

70 28.1607

Table 1. Résultats des scénarios d’exécution

L’évolution de la fonctionnelle dans le temps pour chaque valeur de Dmax est
représentée sur la figure suivante :

Figure 3. L’évolution des fonctionnelles.

Ces résultats montrent que plus la valeur de Dmax est grande, plus l’instant de
commutation de la commande est plus important ; en effet, les actionnaires vont profiter
du taux de rendement que l’entreprise offre.
A partir des résultats obtenus, nous remarquons qu’un accroissement positif de Dmax
conduit à une valeur plus importante des dividendes distribués jusqu’à l’instant t∗.
Ainsi, la fonctionnelle V (D, t∗) est une fonction croissante de Dmax.
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7 Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés en premier lieu au problème de
contrôle optimal d’un système dynamique linéaire. En s’inspirant de la méthode adaptée,
développée par R.Gabassov et F.M.Kirillova, nous avons mis au point une généralisation
de cette méthode au cas de contrôle optimal multivariable, avec un critère de Bolza, et
des contraintes inégalités. Cette méthode se base sur trois procédures essentielles :
i) changer la commande u par u d’une manière à diminuer la mesure de non optimalité
de la commande ; ii) changer le support Qs par Qs de telle sorte que la mesure de
non optimalité de support sera diminuée ; iii) procédure finale qui consiste à rendre la
quasi-commande w à la fois réalisable et optimale.

En second lieu, nous avons présenté les résultats du modèle de financement de firme
avec la méthode adaptée. Ces résultats montrent que la décision optimale pour l’entre-
prise est de réinvestir les dividendes jusqu’à une date donnée, puis de les distribuer à
leurs valeurs maximales autorisées jusqu’à l’instant t∗. De plus, nous avons remarqué
que la fonctionnelle V (D, t∗) est une fonction croissante de Dmax (valeur maximale des
dividendes autorisés à chaque instant).

Références

1. Gabasov R. and Kirillova F. M. Constructive Theory of Extremal problems. -
University Press, Minsk, 1984.

2. Sethi S. P. and Thompson G. L. Optimal Control Theory : Applications to Mana-
gement Sciences and Economics. -Springer, New York, 2006.

3. Dmitruk M. N. and Gabasov R. The Optimal Policy of Dividends, Investments,
and Capital Distribution for the Dynamic Model of a Company. -Automation and
Remote Control, 2001, 62(8) :1349-1365.

4. Bibi M. O. Optimization of a linear dynamic system with double terminal constraint
on the trajectories. -Optimisation, 1994, 30 :359 - 366.

5. Bibi M. O. Support Method for Solving a Linear-Quadratic Problem with Polyhe-
dral Constraints on Control. -Optimisation, 1996, 37 :139 - 147.
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   Abstract:  We are interested in problems from combinatorial optimization, more precisely, 

the vehicle routing problem with resource constraints. Given the large size of the problems 

encountered in practice, these models are solved by an approach based on column generation 

that can handle implicitly all feasible solutions and a master problem determining the best 

solution. We propose in this paper an approach to improve the acceleration of the method of 

column generation for solving the problem of construction vehicle routing, it is projected in 

each arc, the resources a vector of size smaller by using a Lagrangean relaxation algorithm to 

determine the coefficients of the projection arc combined with an algorithm for re-

optimization, then generates a sub-set of complementary solutions to the master problem. The 

preliminary experiments of our technique gave good results on instances of random vehicle 

routing. 

Keywords: Mathematical programming, path problems in graphs, decomposition methods, 

column generation. 

Résumé :  

Nous nous sommes intéressés aux problèmes issus de l’optimisation combinatoire, plus 

précisément, le problème de tournées de véhicules avec contraintes de ressources. Etant donné 

la grande taille des problèmes rencontrés en pratique, ces modèles sont résolus par une 

approche basée sur la génération de colonnes qui permet de gérer implicitement l’ensemble 

des solutions réalisables et un problème maître déterminant la meilleure solution. Nous 

proposons dans cet article une approche permettant d’améliorer l’accélération de la méthode 

de la génération de colonnes pour la résolution de problème de construction des tournées de 

véhicules, il s’agit de projeter, en chaque arc, les ressources sur un vecteur de dimension 

inférieure en utilisant un algorithme de relaxation lagrangienne pour déterminer les 

coefficients de la projection par arc combinée à un algorithme de ré-optimisation, puis génère 

un sous-ensemble des solutions complémentaires vers le problème maître. Les 

expérimentations préliminaires de notre technique ont donné de bons résultats sur des 

instances aléatoires de tournées de véhicules. 

Mots clés : Programmation mathématique, Problèmes de cheminements dans les graphes, 

Méthodes de décompositions, Génération de colonne. 

1. Introduction : 

Le problème de tournées de véhicules avec contraintes de ressources (PTVCR) est donné par 

un ensemble de clients 𝑁 et d’un ensemble de véhicules 𝒦 disponibles dans un dépôt. Ce 

problème consiste à trouver un ensemble de tournées de coût minimal, partant et retournant à 

un même dépôt, où chaque client est visité par un seul véhicule pour satisfaire une certaine 

demande. Chaque client doit être servi au cours d’une fenêtre de temps donnée. Un véhicule 
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arrivant à l’avance chez un client, attend jusqu’à la date de début de service sans surcoût, les 

fenêtres de temps dans ce cas sont dites ’dures’. Certains modèles pénalisent l’attente avec un 

surcoût, ces modèles sont dits ’soft’, mais une grande partie de la recherche est dédiée aux 

fenêtres de temps ’dures’. Un véhicule arrivant en retard chez un client n’est pas admis pour 

effectuer son service. Une tournée réalisable est une suite de visites (effectuées par un même 

véhicule) respectant les fenêtres de temps, et qui commence et se termine au même dépôt.  

Le PTVCR est défini par un graphe orienté 𝐺𝑘 = (𝑋𝑘 , 𝐴𝑘) où X = 𝑁 ∪ {𝑠, 𝑡}, 𝑁 =  1, … . , 𝑛  

est l’ensemble des sommets représentant les clients, 𝑠 et 𝑡 les sommets source et destination 

respectivement, représentant le dépôt, et A l’ensemble des arcs qui interconnectent les clients 

ainsi que le dépôt. Un arc (i, j) ∈ 𝐴 désigne la possibilité d’enchaîner le service des clients i 

et j. Afin d’écrire la formulation de ce problème, nous introduisons les notations suivantes : 

 

– 𝑐𝑖𝑗  est le coût de l’arc (i, j) ∈ 𝐴. 

– 𝑡𝑖𝑗  la durée de l’arc (i, j) ∈ 𝐴. 

– [ai, bi] la fenêtre de temps durant laquelle le service du client 𝑖 ∈  𝑁 doit commencer. 

– di la demande du client i ∈ 𝑁. 

– Q la capacité de chaque véhicule. 

 

Une affectation de clients aux véhicules est dite réalisable si : 

– la demande cumulée des clients visités par un véhicule ne dépasse pas sa capacité. 

– les contraintes temporelles sont respectées par chaque véhicule. 

– chaque client est visité par un seul véhicule. 

– chaque véhicule qui part du dépôt retourne au dépôt après avoir effectué sa tournée. 

Le problème consiste à trouver une affectation réalisable des tournées aux véhicules, de coût 

minimum.  

 

2. Modélisation mathématique 

Le problème de tournées de véhicules avec contraintes de ressources (PTVCR) peut se 

modéliser, si la fonction de coût est linéaire, par la Programmation Linéaire en variables 

mixtes. Nous avons un problème de flot réalisable à coût minimal sur l’ensemble des sous-

réseaux, avec variables binaires de flot et variables continues de ressources : 

(PTVCR) ≡

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 min     𝑐𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗

𝑘

(𝑖 ,𝑗 )∈𝐴

𝐾

𝑘=1

                                                                                (1)

  𝑥𝑖𝑗
𝑘

𝑗 : 𝑖 ,𝑗  ∈𝐴

𝐾

𝑘=1

= 1  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑖 ∈ 𝑁 =  1, … . . , 𝑛                                     2 

 𝑑𝑖𝑥𝑖𝑗
𝑘

(𝑖 ,𝑗 )∈𝐴

≤ Q      𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑘 ∈ 𝒦                                                             (2′ ) 

 𝑥
𝑜𝑘 𝑖
𝑘

𝑖: 𝑜𝑘 ,𝑖 ∈𝐴

= 1  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑘 ∈ 𝒦                                                              (3)

 𝑥
𝑖𝑑𝑘
𝑘

𝑖 : 𝑖 ,𝑑𝑘 ∈𝐴

= 1  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑘 ∈ 𝒦                                                              (4)

 𝑥𝑖𝑗
𝑘

𝑖: 𝑖 ,𝑗  ∈𝐴

=  𝑥𝑗𝑙
𝑘

𝑙 : 𝑗 ,𝑙 ∈𝐴

  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑗 ∈ 𝑁                                                    (5)

𝑥𝑖𝑗
𝑘  𝑇𝑖

𝑘 ,𝑞
+ 𝑡𝑖

𝑘 ,𝑞
− 𝑇𝑗

𝑘 ,𝑞
 ≤ 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴 , 𝑘 ∈ 𝒦 , 𝑞 ∈ 𝒬           (6)

𝑎𝑖
𝑘 ,𝑞

≤  𝑇𝑖
𝑘 ,𝑞

≤ 𝑏𝑖
𝑘 ,𝑞

  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑖 ∈ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝒦 , 𝑞 ∈ 𝒬                                (7)

𝑥𝑖𝑗
𝑘 ∈  0,1  , 𝑇𝑖

𝑘 ,𝑞
≥ 0  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴 , 𝑘 ∈ 𝒦 , 𝑞 ∈ 𝒬                      (8)
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Les variables binaires 𝑥𝑖𝑗
𝑘  indiquent si la tournée emprunte l’arc (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, tandis que les 

variables 𝑇𝑖
𝑘 ,𝑞

 indiquent la consommation cumulée de chaque ressource 𝑞 à chaque nœud 𝑖. 

 

L’objectif (1) minimise le coût total des tournées. Les contraintes (2) expriment la couverture 

de chaque client par une tournée et les contraintes (2’) traduisent la limitation de la capacité 

des véhicules. Les contraintes (3 − 5) définissent une structure de chemin dans un réseau 𝐺 : 

passage d’un flux d’une unité (3 𝑜𝑢 4) et conservation du flux aux sommets (5). Les 

contraintes (6 − 7) sont les contraintes de ressources associées à chaque tournée et les 

contraintes (5) permet d’obtenir la consommation cumulée de ressource 𝑞 au nœud 𝑗, 

puisqu’on a :  

𝑇𝑗
𝑘 ,𝑞

= max 𝑎𝑖
𝑘 ,𝑞

, 𝑇𝑖
𝑘 ,𝑞

+ 𝑡𝑖
𝑘 ,𝑞

           (9) 

Les contraintes (7) sont des contraintes de bornes aux noeuds du réseau (fenêtres de temps par 

exemple). Remarquons que les contraintes (3 − 7) sont des contraintes locales valables pour 

le seul réseau 𝐺. Seules les contraintes de partitionnement (2) sont des contraintes globales 

liant les 𝐾 sous-réseaux. La relaxation de ces contraintes liantes et la décomposition du 

problème initial par sous-réseau sera donc une option de résolution intéressante. Notons enfin 

que les contraintes de ressources (6 − 7) rendent le problème (PTVCR) NP-difficile. Même le 

problème de réalisabilité associé est NP-complet [5]. 

 

3. Approches de résolution 

3.1 Principes de décomposition 

On distingue deux types de contraintes dans le système (2) − (7) : 

 (i) les contraintes de partitionnement (2), dites liantes ou globales, qui lient l’ensemble des 

véhicules 𝑘 = 1, … . , 𝐾, 

 (ii) les contraintes (3) − (7) propres à chaque véhicule 𝑘 ∈ {1, … . , 𝐾} et définissant un 

itinéraire légal. 

La matrice associée aux contraintes (3) − (7) étant bloc-diagonale, et l’objectif (1) étant 

séparable (car linéaire), la résolution de la relaxation continue de ce modèle peut être basée sur 

la décomposition de Dantzig-Wolfe. Dans ce type de décomposition, les contraintes (3) − (7) 

définissent 𝐾 sous-problèmes indépendants et les contraintes globales (2) sont conservées 

dans le problème maître. Dans un schéma de type génération de colonnes, il s’agit de résoudre 

alternativement le problème maître et les 𝐾 sous-problèmes. Pour obtenir une solution entière, 

ce schéma peut être appliqué au niveau de chaque nœud de l’arbre de recherche. La difficulté 

majeure réside dans la résolution des sous-problèmes dont les espaces des états peuvent 

augmenter de façon exponentielle avec le nombre de ressources 𝑄, rendant incontournable 

l’utilisation d’heuristiques. D’autre part, la convergence du schéma de génération de colonnes 

étant sensible à la qualité des solutions fournies par la résolution de ces sous-problèmes, la 

résolution effective d’instances réelles issues de l’industrie nécessite de trouver un bon 

compromis entre la qualité des solutions et le temps de résolution des sous-problèmes. Dans ce 

qui suit, nous détaillons le principe général de la génération de colonnes pour le 

problème(𝑃𝑇𝑉𝐶𝑅). 

 

3.2 Génération de colonnes, problème maître et sous-problème 

Dans cette approche, le problème maître est reformulé par un Problème de Partitionnement 

(PP) (Set Partitioning) :  
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(𝑃𝑃) ≡

 
 
 

 
 min  𝑐𝑟𝑥𝑟                                                 (10)

𝑟∈ℛ

 𝑎𝑖𝑟𝑥𝑟 = 1 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑖 ∈ 𝑁 =  1, … . . , 𝑛     (11)     

𝑟∈ℛ

𝑥𝑟 ∈  0,1      𝑝𝑜𝑢𝑟    𝑟 ∈ ℛ                         (12)

  

 

Où ℛ désigne l’ensemble des tournées réalisables satisfaisant les contraintes de ressources et 

d’enchaînement entre clients, 𝑐𝑟  représente le coût de la tournée  𝑟 ∈ ℛ, 𝑎𝑖𝑟 = 1 si et 

seulement si le client 𝑖 est visité par la tournée 𝑟, et la variable binaire 𝑥𝑟  indique le choix ou 

non de la tournée 𝑟 dans la solution. 

 

On note (𝑃𝑃    ) la relaxation continue du problème (𝑃𝑃) où les contraintes d’intégrité (12) sont 

remplacées par 𝑥𝑟 ≥ 0 pour 𝑟 ∈ ℛ. Le nombre total de tournées admissibles  ℛ  étant 

généralement une fonction exponentielle du nombre 𝑛 =  𝑁  de clients à couvrir, 

l’énumération complète de ℛ est à proscrire. Pour autant, il est possible de trouver en un 

temps raisonnable une solution optimale de (𝑃𝑃    ) en ne générant qu’un sous-ensemble 

restreint de tournées (i.e., de colonnes de la matrice de contraintes). 

 

 De façon générale, on résout à chaque itération 𝑡 le problème maître restreint (𝑃𝑃    𝑡  ) :  

 

(𝑃𝑃    𝑡) ≡

 
 
 

 
 min  𝑐𝑟𝑥𝑟                                                (13)

𝑟∈ℛ𝑡

 𝑎𝑖𝑟𝑥𝑟 = 1 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑖 ∈ 𝑁 =  1, … . . , 𝑛     (14)     

𝑟∈ℛ𝑡

𝑥𝑟 ≥ 0   𝑝𝑜𝑢𝑟      𝑟 ∈ ℛ 𝑡                              (15)

  

 

où, si 𝛿𝑡−1 désigne le vecteur de multiplicateurs associé aux 𝑛 clients dans la résolution de 

 𝑃𝑃    𝑡−1 , la tournée 𝑟𝑡−1 de plus faible coût réduit négatif est définie par 

 

𝑟𝑡−1 = 𝑎𝑟𝑔 min
𝑟∈ℛ

 𝑐𝑟 −  𝛿𝑖
𝑡−1𝑎𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

           (16) 

 

Le terme de génération de colonnes provient de l’ajout de la colonne 𝑎𝑟 𝑡  à la matrice des 

contraintes du problème maître, à chaque itération 𝑡. Ce processus de résolution itérative du 

problème maître (13 − 15) et du sous-problème (16) est stoppé dés que toutes les tournées 

sont de coût réduit positif dans la résolution du sous problème, signe que l’optimum continu 

est atteint. 

 

Une variante de cette méthode, permettant d’accélérer le processus en pratique [3], consiste à 

ajouter à chaque itération un sous-ensemble de tournées complémentaires de coût réduit 

négatif au lieu de la seule meilleure tournée du sous-problème (16)(voir [4]). La taille 

maximale souhaitée de ce sous-ensemble de colonnes entrantes pourra être paramétrée de 

manière à évoluer au cours de l’algorithme. La complexité globale de la méthode est fortement 

dépendante de la complexité du sous-problème, que les contraintes de ressources rendent NP-

difficile. Il est souvent possible cependant de le résoudre en un temps raisonnable grâce à une 

énumération implicite de ℛ, en exploitant la structure de graphe du sous-problème et en 

appliquant des variantes d’algorithmes de plus court chemin.  
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3.3 Résolution du sous-problème pour la génération de colonnes 

Notant que dans le cas de plusieurs sous réseaux 𝑘 = 1, … . . , 𝐾 , la résolution du sous 

problème(16)étant décomposable par sous réseaux, on omettra l’indice 𝑘 et le graphe du sous 

problème sera noté 𝐺 = ( 𝑜 ∪ 𝑁 ∪  𝑑 , 𝐴) . 

Pour résoudre ce problème, Desrochers et Soumis [1] proposent un algorithme de 

programmation dynamique du type pulling. 

Définition 1 A chaque chemin de l’origine 𝑜 au nœud 𝑗, on associe une étiquette 𝐸(Cj , Tj) =

𝐸(Cj , Tj
1 , … . , Tj

Q
) représentant l’état de ses ressources et son coût. 

 

Définition 2 Soient 𝐸(Cj , Tj) et 𝐸′(C′j , T′j)deux étiquettes associées à deux chemins réalisables 

𝑃et 𝑃′de 𝑜 à 𝑗. On dit que 𝐸(Cj , Tj) domine 𝐸′(C′j , T′j), (resp. 𝑃domine 𝑃′), et on note 

𝐸(Cj , Tj) ≤ 𝐸′(C′j , T′j) , (resp. 𝑃 ≤ 𝑃′ ) si et seulement si Cj ≤ C′j  et 𝑇𝑗
𝑞
 ≤ 𝑇′𝑗

𝑞
, ∀𝑞 ∈ 𝒬. 

 

L’algorithme de programmation dynamique (APD) procède en trois grandes étapes. En chaque 

nœud 𝑗 ∈ 𝑉, il effectue les opérations suivantes : 

1. Prolongation des chemins (génération des étiquettes), 

2. Filtrage (test de réalisabilité), 

3. Dominance (élimination des étiquettes non efficaces). 

 

Pour un nœud 𝑗 donne, des étiquettes sont créées en prolongeant celles présentes aux nœuds 𝑖, 

tels que (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. Ainsi, une nouvelle étiquette 𝐸(Cj , Tj) est donnée par 

C𝑗 = C𝑖 + 𝑐𝑖𝑗  

𝑇𝑗
𝑞

= max 𝑎𝑗
𝑞

, 𝑇𝑖
𝑞

+ 𝑡𝑖𝑗
𝑞
 , 𝑞 ∈ 𝒬 

En considérant que tous les prédécesseurs du nœud 𝑗 ∈ 𝑁 sont déjà traités, la dominance au 

nœud 𝑗 peut être interprétée comme la détermination des Pareto optimaux du problème 

multicritère a  𝒬 + 1 fonctions : 

 
min

𝑖 ;(𝑖 ,𝑗 )∈𝐴
 𝐶𝑖 + 𝑐𝑖𝑗  ; max 𝑎𝑗

𝑞
,  𝑇𝑖

𝑞
+ 𝑡𝑖𝑗

𝑞
  , 𝑞 ∈ 𝒬 

𝑇𝑖
𝑞

+ 𝑡𝑖𝑗
𝑞

≤ 𝑏𝑗
𝑞

   , 𝑞 ∈ 𝒬
  

 

La relation de dominance ≤ étant une relation d’ordre partiel, le nombre d’étiquettes efficaces 

à traiter augmente de façon exponentielle en fonction du nombre de ressources, ce qui rend la 

procédure de prolongation très ardue. 

 

Dans un récent travail Nagih et Soumis [2] proposent une méthode d’agrégation des 

ressources pour les PCC-CR par projection, en chaque nœud en utilisant simultanément un 

algorithme de programmation dynamique et une relaxation lagrangienne.  

 

Comme le nombre de coefficients à ajuster sera plus important pour l’approche de projection 

par arcs, trouver les multiplicateurs optimaux 𝑢𝑖𝑗
∗  nécessiterai plusieurs itérations successives 

de APD-L [2], cette méthode peut s’avérer coûteuse. Afin d’obtenir rapidement de bonnes 

solutions heuristique (réalisables), notre approche appliqué une seule fois APD-L puis 

appliquer APD-LND [2], en utilisant les multiplicateurs 𝑢𝑖𝑗  trouves afin de produire des 

colonnes réalisables et de coût marginal négatif. Plus précisément, on choisit d’abord une suite 

de pas (𝑝𝑘) telle que la série ( 𝑝𝑘) est divergente et lim𝑘→∞ 𝑝𝑘 = 0, autrement dit les 

conditions qui assurent la convergence de l’algorithme du sous-gradient. On applique en 

premier lieu APD-L en utilisant les multiplicateurs 𝑢𝑖𝑗
𝑘−1de l’itération précédente, on trouve les 
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sous-gradients correspondants à l’arc (𝑖, 𝑗) ensuite on calcule les nouveaux multiplicateurs de 

Lagrange 𝑢𝑖𝑗
𝑘 . Cette heuristique est certainement basée sur le fait que lorsque 𝑘 est grand, le 

vecteur 𝐶𝑘  des coûts réduits sur les arcs du réseau ne change pas beaucoup d’une itération à 

une autre de l’algorithme de génération de colonnes. Ainsi pour 𝑘 grand, on peut espérer voir 

𝑢𝑖𝑗
𝑘  converger vers une valeur optimale.  

 

Les étapes principales de notre approche sont  résumées ci-dessous : 

 

           Problème maitre. 

         Sous problème  

− calculer les multiplicateurs de Lagrange 𝑢𝑖𝑗
𝑘  (Projection par arc).

− calculer la solution 𝑚𝑎𝑥𝐿(𝑢𝑖𝑗
𝑘 ), en utilise APD − L

− calculer les solutions réalisables Φ(𝑢𝑖𝑗
𝑘 ) , en utilise APD − LND

  

         Généré la solution de meilleur coût négative.   

 

 

4. Expérimentations 

Cette section présente l’évaluation préliminaire de notre approche pour le Problème de 

construction des tournées de véhicules avec une seule ressource. Jusqu’à maintenant, notre 

méthode n’a été testée que sur des problèmes de petite taille. Considérant les trois problèmes 

suivants : 

 

Problèmes Nombre de 

clients 

Arcs Le nombre 

total de 

tournées 

P1 4    15    16 

    

P2 

 

10 32 40 

P3 

 

20 70 102 

 

Les résultats de plusieurs tests sont présentés dans le tableau 4.1. Chaque colonne donne des 

informations sur la valeur optimale (la meilleure valeur) du problème trouvé par 

« ALG.P.NS », « ALG.P.s.CC », « ALG.P.arc.M » [2], et notre méthode « N.M », le nombre 

d’opération pour la méthode de génération de colonne.  

problèmes ALG.NS ALG.P.s.CC ALG.P.arc.M N.M 

V N.O V N.O V N.O V N.O 

P1 7 2 7 1 6* 2 6* 1 

P2 

15.5 10 15.5 6 15.5* 10 15.5* 4 

P3 

24 10 24 6 23* 10 23* 3 

 

Tableau 4.1. Quelques résultats. 

Dans ce tableau, on considère scellement deux critères, la meilleure valeur du problème trouvé 

par cette technique et le nombre d’opération globale. 
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La comparaison entre les quatre techniques ont permis de constater que « N.M » a fourni de 

bons résultats. Ceux-ci sont meilleurs quand certaines conditions sont réunies : l’initialisation 

de l’algorithme, le choix des multiplicateurs de Lagrange et le pas de déplacement. 

5. Méthode de séparation  

La méthode de génération de colonnes est utilisée pour résoudre le problème relaxé au nœud 

U. Elle hybride l’algorithme de simplexe (méthode existant dans la librairie ILOG) avec une 

méthode  nommée Pricing. Si la solution obtenue est fractionnaire alors une méthode de 

séparation est appliquée au problème P
u
. Elle consiste à subdiviser l’ensemble des solutions 

entières Su en deux sous ensembles disjoints, ceci a pour conséquence d’éliminer la 

réalisabilité de la solution fractionnaire pour les deux nouveaux problèmes qui sont des fils de 

P
u
. 

6. Conclusion  

Dans ce papier, nous avons proposé un algorithme pour le problème de tournées de véhicules 

avec Contraintes de Ressources (PTV-CR) qui est une extension du (PTV) standard pour 

prendre en compte un aspect plus pratique du problème, nous avons principalement développé 

les approches de génération de colonnes et de décomposition en problème maître et sous-

problème. La difficulté de la résolution du sous-problème étant directement liée au nombre de 

ressources, nous avons particulièrement étudié les techniques de réduction de l’espace des 

ressources, cette notion de réduction étant un élément-clé de l’efficacité de la résolution 

globale du problème.  
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Résumé. La gestion de compétences est un problème crucial dans  plusieurs 
types d’applications distribuées comme le e-business. Ce problème concerne la 
capture, la mise en forme et l’exploitation de connaissances sur l’expertise ou 
les compétences d’un « «objet » (comme un partenaire industriel, une personne, 
voire un composant logiciel. Le travail décrit dans ce papier rentre dans ce 
cadre. Il traite de la publication des compétences (capacités ou savoir-faire) 
d’un « objet ». Ces compétences sont organisées et structurées afin d’être 
exploitées pour la recherche d’objets pouvant satisfaire un objectif ou répondant 
à un besoin. L’approche que nous proposons est fondée sur une représentation 
des connaissances à base des graphes conceptuels, et sur un modèle 
d’architecture à base des médiateurs.  

Mots clés: Gestion de compétence, Représentation de connaissances, Graphes 
conceptuels, Médiateur. 

1 Introduction 

La gestion de compétences est la façon avec laquelle les organisations gèrent les 
compétences de la corporation, des groups et des individus. Son premier objectif est 
de définir et de maintenir continuellement les compétences selon les objectifs de la 
corporation [1]. La compétence est une notion multidisciplinaire, elle peut désigner : 
les fonctions d’un système ou d’un composant logiciel, l’expertise d’un partenaire 
industriel, les compétences acquises par un humain dans un domaine d’expertise 
donné, etc. Dans ce papier, nous visons à proposer une approche générale qui peut 
être instanciée dans différents domaines. Pour cela, nous définissons la compétence 
comme étant la capacité ou service d’une entité physique ou non physique (un objet, 
un composant logiciel, un partenaire industriel potentiel, un web service, etc.) 

La gestion de compétences est un processus complexe, nous le traitons dans ce 
travail en trois étapes : (1) l’identification de compétences, (2)  leur l’organisation, et 
(3) leur exploitation.  

L’identification de compétences consiste à mettre les compétences sous une 
représentation formelle pour que celles-ci puissent être exploitées par les machines. 
Une fois représentées, les compétences sont organisées et structurées afin d’être 
exploitées lors de la recherche d’entités dotées de certaines compétences requises afin 
de satisfaire un objectif donné (par exemple : rechercher un composant dans le 
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contexte de la programmation par composants, rechercher un partenaire industriel 
d’une expertise donnée, rechercher un employé dont l’expertise satisfait le profil d’un 
poste donné, etc.). 

La gestion de compétences étant la gestion de connaissances sur les compétences, 
donc, elle peut tirer avantages des langages de représentation de connaissances  pour 
supporter le processus de la gestion de compétences. Notre travail est fondé sur une 
représentation basée sur les graphes en utilisant le formalisme des graphes 
conceptuels [9]. Par techniques basées sur les graphes nous entendons les techniques 
dans lesquelles non seulement la représentation est faite à base des graphes, mais 
aussi les raisonnements sont faits à base des opérations sur les graphes. Du point de 
vu architecture système,  nous avons opté pour un modèle basé sur des médiateurs [2] 
distribués et coopératifs. 

Le reste de ce travail est structuré comme suit. Dans la section 2, nous exposons 
quelques motivations et domaines d’applications possibles de notre travail, ainsi que 
l’architecture du système visé. Dans la section 3, nous introduisons brièvement les 
éléments du formalisme des graphes conceptuels. Dans la section 4 nous présentons 
l’utilisation que nous faisons du formalisme des graphes conceptuels pour la gestion 
de compétences, et finalement, dans la section 5 nous concluons notre travail.    

2 Motivations et architecture 

La gestion et la recherche de services ou de compétences que peut rendre une 
« entité » trouve son application dans différents domaines, dont la programmation par 
composants, la découverte dynamique de web services [3], les affaires électronique 
(e-business), la gestion des ressources humaines ou encore la constitution et 
l’exploitation de mémoires d’entreprises [4, 20]. 

Ainsi, dans le premier domaine, un composant logiciel est décrit par les services 
(ou fonctions) qu’il peut prendre en charge. Ces services sont la plupart du temps 
décrits essentiellement par leurs interfaces (ou signatures des services) spécifiant les 
types des paramètres en entrée et en sortie du service. Il est clair que la recherche d’un 
composant ne peut pas se satisfaire d’une description basée exclusivement sur la 
syntaxe : un niveau de description sémantique est nécessaire. En outre, une 
connaissance des relations éventuelles entre services peut aussi contribuer à trouver 
« le meilleur » service satisfaisant une demande. De même, dans le domaine de e-
business, nous voyons l’application de nos travaux dans le cadre de la constitution de 
consortium ou lors de la recherche de partenaires ou de sous-contractants, etc. Par 
exemple, pour la réalisation ou la conduite d’un projet, les services visés par nos 
travaux aideraient un maitre d’œuvre, voire un maitre d’ouvrage, à trouver des 
partenaires ayant les compétences requises pour satisfaire les exigences du projet.  
Dans le dernier domaine, et considérant le e-recrutement, l’application de notre travail 
peut être nécessaire durant la recherche des employés satisfaisant le profit d’un poste 
donné. 

Des techniques basées sur la représentation de connaissances ont été déjà utilisées 
dans le contexte de la gestion de compétences. Les logiques de description (DL) ont 
été largement utilisées dans ce contexte afin de fournir une représentation sémantique 
des compétences acquises par des entités d’un domaine d’application donné, et afin de 
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les organiser et de les découvrir [6,7,8]. DL en tant que langage de représentation de 
compétences a l’avantage de pouvoir utiliser un seul mécanisme qui est la 
classification, à la fois pour construire une représentation et pour l’exploiter. 

Contrairement aux travaux existants utilisant des langages logiques, nous 
proposons dans ce travail une nouvelle approche basée sur les graphes en utilisant le 
formalisme des graphes conceptuels [9]. Ce formalisme est caractérisé par le fait que 
non seulement la représentation du domaine est faite par des graphes mais les 
raisonnements sont également faits par des opérations sur les graphes. De ce fait, nous 
pouvons utiliser directement  les opérations sur les graphes sans avoir besoin à les 
transformer en formules logiques afin d’effectuer des raisonnements logiques. Par 
conséquent, notre approche peut bénéficier des algorithmes existants développés pour 
la manipulation des graphes parce que les graphes conceptuels sont des graphes 
étiquetés.  

D’autres raisons motivent le choix du formalisme des graphes conceptuels pour 
supporter le processus de la gestion de compétences : (1) le formalisme des graphes 
conceptuels est un modèle flexible, il nous permet de crier des nouvelles assertions 
d’une manière libre, parce qu’il offre des structures variées. (2)  En terme de facilité 
d’utilisation, un graphe édité à l’écran par le biais d’une interface conviviale n’a pas, 
auprès d’utilisateurs non informaticiens, le côté rebutant que peuvent avoir les 
formules logiques. (3) Le modèle des graphes conceptuel distingue clairement les 
connaissances ontologiques (support) des connaissances factuelles (les graphes 
conceptuels), alors le modèle peut être utilisé pour fournir une représentation 
sémantique pour les entités d’un domaine ainsi que leurs compétences. (4) Le 
formalisme des graphes conceptuels supporte des relations naire, n étant quelconque, 
les types de ces relations sont bien structurés selon multiples hiérarchies, cela aide à 
considérer des relations de différents nombres d’argument sans avoir besoin à 
incorporer d’autres mécanismes, contrairement aux logiques de descriptions par 
exemple qui ne traitent que des relations binaires. 

Par ailleurs, étant donnés les objectifs visés, il est nécessaire d’offrir à une entité 
des possibilités de se décrire, c'est-à-dire d’expliciter (on dira de publier ou 
d’exporter) ses compétences pour que celles-ci puissent être explorés par d’autres 
« entités ». Ces besoins nous ont naturellement orientés vers un modèle d’architecture 
de médiateurs (ou traders) [2] très similaire à la notion d’une agence de découverte 
dans une architecture des web services [10]. Dans cette architecture, une entité 
appelée exportateur publie ses compétences auprès d’un ou de plusieurs médiateurs 
(arc (a) sur la figure 1). Des entités appelées importateurs adressent au médiateur des 
demandes de recherche d’exportateurs dotés de certaines compétences, à charge pour 
lui d’essayer de trouver les exportateurs satisfaisant la demande (arcs (b) et (c) sur la 
figure 1).  Pour cela, le médiateur se fonde sur les descriptions des compétences qui 
lui ont été adressées ainsi que sur les relations entre elles, des relations qu’il aura lui-
même établies. Si la requête peut être satisfaite par quelques exportateurs connus par 
le médiateur, les références de ces exportateurs sont ensuite envoyées à l’importateur 
(arc (c) sur la figure 1). 

Le but ultime de ce travail est la conception et le developpement des services pour 
l’export, l’import et la médiation. Les paragraphes qui suivent détaillent l’approche 
proposée en utlisant le formalisme des graphes conceptuels [9] en commençant par 
une introduction à ces derniers, à savoir les graphes conceptuels. 
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Fig. 1.   Architecture à base des médiateurs 

3 Le formalisme des graphes conceptuels 

Les graphes conceptuels sont un formalisme introduit pour la première fois par 
SOWA [9]. Ils sont présentés comme un modèle générale d’écriture de réseaux 
sémantiques pour la représentation de connaissances. Ils sont conçus pour représenter 
la sémantique du langage naturelle ; ils sont émergés par la suite pour devenir un 
system complet  dans le sens de la logique. Ce formalisme de représentation de 
connaissances permet la description des objets par des « concepts » et des relations 
entre objets par des « relations » appelées aussi des « relations conceptuelles ». Ces 
« concepts » et « relations » sont supposés être instanciés à partir d’un composant 
appelé « support ». 

Le reste de cette section est organisé comme suit : section 3.1 définie le formalisme 
des graphes conceptuels et explique ces composants, quand à la section 3.2 introduit 
les opérations et les notions de base qui sont nécessaires à la compréhension du reste 
de ce papier.  

3.1 Définition des graphes conceptuels 

Un graphe conceptuel1 est défini comme un graphe fini, orienté, biparti et non 
nécessairement connexe2.  

Deux niveaux de connaissances sont considérés dans les graphes conceptuels : (i) 
le niveau ontologique; il est spécifié par le « support » qui introduit le vocabulaire du 
domaine étudié ; nous parlons ici de la connaissance ontologique dans le sens ou ces 
connaissances sont organisées dans des hiérarchies de types. (ii) Le niveau 
assertionnel qui contient des connaissances factuelles encodées sous forme des 
graphes conceptuels.   

Le support des graphes conceptuels (voir l’exemple de la figure 2) est composé de :  
1. Une hiérarchie de types de concepts organisée autour d’une relation de 

spécialisation/généralisation. Cette hiérarchie contient deux types de concepts 
particuliers qui sont : le concept le plus général (“T c” dans la figure 2), il 

représente tous les concepts, et le type de concept le plus spécifique (“┴c”  dans 
la figure 2) qui représente « aucun concept ». 

                                                           
1 Nous parlons ici des graphes conceptuels simples. 
2 Historiquement, les graphes conceptuels ont été connectés [9]. 
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2. Un ensemble de types de relations organisés autour de différentes hiérarchies, 
chacune d’entre elles organise des types de relations ayant la même arité ; des 
relations de différentes arités sont incomparables.  

3. Un ensemble de marqueurs ou référents individuels représentant les entités du 
domaine étudié (I dans la figure 2). 

4. Une relation de conformité (“τ” dans la figure 2) qui associe chaque marqueur 
au type de concept dont il relève.   

5. Les signatures des relations qui représentent tous les graphes exprimant les 
contraintes liées à chaque relation. Une signature définie le nombre 
d’arguments d’une relation ainsi que leurs types. Les signatures des relations 
constituent des graphes élémentaires avec lesquelles on peut construire des 
graphes plus complexes. 

 
Un graphe conceptuel est composé de : (1) deux types de nœuds (concepts et 

relations) instanciés à partir du support et (2) des arcs orientés reliant ces nœuds et qui 
dénotent l’existence et la direction des relations. Une relation peut avoir plus d’un 
seul arc, dans ce cas les arcs sont numérotés. Un concept est une représentation d’un 
objet dans le monde de discours. Il est composé de deux parties : (1) un référent 
(général ou individuel) identifiant l’objet représenté (un référent générique est noté 
’*’ et il peut être implicite dans la notation graphique ou linéaire des graphes 
conceptuels) et (2) un type qui classifie l’objet représenté. Une relation représente une 
association entre un ou plusieurs concepts, elle est composée d’un nom qui identifie le 
type de la relation, et d’arcs reliant la relation aux concepts attachés. 

 

 
Fig. 2. Le support des graphes conceptuels 

 

 
Fig. 3.  Exemple de graphes conceptuels. 

 

Les graphes conceptuels peuvent être représentés sous différents notations 
concrètes comme la notation graphique, la notation textuelle et la notation CGIF [18]. 
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Les graphes conceptuels étant un system de logique, ils peuvent être traduits à une 
autre forme de logique comme la logique des prédicats par un opérateur Ф. 
L’exemple de la figure 3 peut être écrit de la manière suivante :  

∃∃∃∃ h ∃∃∃∃ p: Personne(p) ∧∧∧∧ Homme(h) ∧∧∧∧ père-de(h,p). 

3.2 Les opérations et les notions de base sur les graphes conceptuels 

─ La projection : La projection [11] est une opération de base sur les graphes 
conceptuels. Une projection d’un graphe ‘H’ sur un graphe ‘G’ existe veut dire 
que toute l’information exprimée par ‘H’ est exprimée aussi par ‘G’. La 
projection est adéquate [9] et complète [12] par rapport à la sémantique des 
logiques associées. Formellement, la projection est définie comme une 
application ‘Π’ des nœuds d’un graphe ‘H’ sur les nœuds d’un graphe ‘G’ tel 
que: (i) pour chaque concept “c” de  “H”, Π(c) (nommé aussi l’image de “c” ) 
est soit identique soit une spécialisation de  “c”, (ii) pour chaque relation “r” de 
“H”, Π(r) (ou l’image de “r”) est soit identique soit une spécialisation de  “r”, 
(iii) si le  ieme arc de “r” est relié à un concept “c” dans “H”,  alors le ieme arc de  
Π(r) doit être relié à Π(c) dans “G”. 

─ La normalisation: La normalisation [16] est une opération qui met un graphe 
conceptuel sous sa forme normale. Un graphe sous forme normale respecte une 
structure ou les référents sont uniques; il est obtenu en fusionnant les concepts 
ayant le même marqueur individuel. La forme normale évite les ambigüités 
logiques et sémantiques dans les graphes conceptuels, sans la forme normale, 
deux graphes peuvent avoir la même interprétation logique sans avoir le même 
graphe qui les représente. 

─ La somme disjointe: La somme disjointe de deux graphes est une opération 
permettant de mettre deux copies des graphes originaux en juxtaposition pour 
avoir un seul graphe. 

─ Headed graphs: Ce sont des graphes conceptuels ayant un certain nœud choisi 
comme une tête sémantique. 

─ Les règles des graphes conceptuels: Les règles des graphes conceptuels [13] 
sont proposées comme une extension aux graphes conceptuels simples pour 
représenter des connaissances de type : “SI A ALORS B”, tel que “A” et “B” 
sont des graphes conceptuels simples. Le mécanisme d’application des règles 
sur un graphe conceptuel représentant un effet par exemple, est basé sur 
l’opération de projection. Ce mécanisme est prouvé être adéquat et complet par 
rapport à la déduction par les formules logiques associées [14]. 
 

Après cette brève introduction aux graphes conceptuels, revenons à l’utilisation 
que nous faisons de ce formalisme pour la gestion de compétences.  
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4 La gestion de compétences 

Dans cette section, nous détaillons notre approche pour la gestion de compétences 
selon ces trois étapes: la représentation de compétences (section 4.1), leur 
organisation (section 4.2) et leur utilisation (section 4.3). 

4.1 La représentation de compétences 

La représentation de compétences est basée sur le formalisme des graphes 
conceptuels. Les compétences sont représentées par des « relations », et les entités 
sont représentées par des « concepts ». Par exemple, dire qu’un programmeur “p” a 
les compétences pour programmer en Java, peut être représenté comme suit :   

[Programmeur: p]->(programmer)->[Langage-prog: Java]. 
 

Cependant, le formalisme des graphes conceptuels simples ne permet pas de 
représenter d’une manière adéquate les entités d’un domaine ainsi que leurs 
compétences; en effet, dans le formalisme des graphes conceptuels simples, le sens 
d’un type (concept ou relation) est donné juste par rapport à sa position dans les 
hiérarchies de types, le seul mécanisme les définissant est la relation de 
spécialisation/généralisation. Cette représentation est pauvre et manque beaucoup 
d’expressivité pour représenter des informations génériques sur les types ainsi que 
quelques propriétés sur les relations tel que (la transitivité, la symétrie, etc.). 

Pour répondre à ces objectifs, nous proposons d’utiliser les règles de graphes 
conceptuels tel que décrit dans les sections qui suivent. 

Définition des  types de concepts. “La définition d’un type de concept” est définie 
dans ce travail comme étant “les conditions nécessaires ou nécessaires et suffisantes 
qui doivent être vérifiées pour appartenir à ce type de concept ”. Ces conditions sont 
formalisées par des règles de graphes. 

Exemple 1 . Un type de concept “Mère” peut être défini comme suit: 
[Mère: *x] => [Femme: ?x]->(mère-de)->[Personne] 

[Femme: *x]->(mère-de)->[Personne]=>[Mère: ?x] 

Exemple 2. Le type de concept “Mère-de-filles” peut être aussi défini comme suit: 
[Mère-de-filles: *x]=>[Mère: ?x] 

[Mère-de-filles:*]->(mère-de)->[Personne:*y]=>[Femme: ?y]. 

 Même si ce dernier exemple n’exprime que les conditions nécessaires pour 
appartenir au type de concept “Mère-de-filles”, cela permet de déduire quelques 
informations. Par exemple, ayant le graphe:  

“[Mère-de-filles: x]->(mère-de)->[Personne: y]”, nous pouvons déduire le graphe: 
“ [Femme: y]” (i.e. « y » est un concept de type “Femme”). 
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Définition de type de relation. De la même manière nous considérons “la définition 
d’un type de relation” comme étant “les conditions nécessaires ou nécessaires et 
suffisantes pour appartenir à ce type de relation ”. 

Exemple 3. La relation “grand-mère-de” peut être définie par les deux règles 
suivantes: 

[Femme: *x]->(grand-mère-de)->[Personne: *y] ==>   
     [Femme: ?x]->(mère-de)->[Personne: *]->(parent-de)->[Personne: ?y].  
 
[Femme: *x]->(mère-de)->[Personne: *]->(parent-de)->[Personne: *y]     
         ==>[Femme: ?x]->(grand-mère-de)->[Personne: ?y] 

Meta-connaissances sur les relations. Les propriétés des relations peuvent être aussi 
formalisées en utilisant les règles de graphes conceptuels. 

Exemple 4. La propriété de transitivité de la relation “sœur-de” peut être formalisée en 
utilisant les règles de graphes comme suit : 

 
[Femme: *x]-> (sœur-de)->[Femme: *]->(sœur-de) -> [Personne: *y]  
            =>[Femme: ?x]->(sœur-de)->[Femme: ?y]. 
 
 

 Suite à cette représentation par les règles de graphes, le « support » dans 
notre approche sera composé des composants usuels du « support » dans les graphes 
conceptuels simples, à lesquels on rajoute une base de règles notée ‘RB’ et composée 
de toutes les règles utilisées pour définir les types ainsi que celles utilisées pour 
définir les propriétés sur les relations. 

Le « support » étant défini, nous pouvons maintenant construire des graphes 
conceptuels représentant des situations particulières. Dans ce travail, ces graphes 
représentent les entités du domaine d’études accompagnées de leurs compétences 
acquises; ces graphes sont appelés ici "la base de compétences" et elle est notée (CB). 
La construction ainsi que l’organisation d’une base de compétences sont  présentées 
dans la section suivante.  

4.2 L’organisation de Compétences 

Rappelons que d’un point de vu architecture system, nous avons opté pour une 
architecture à base des médiateurs (voir la section 2). Donc, la base ‘CB’ est 
construite et mise à jour à chaque nouvelle publication.  

 Pour chaque compétence publiée (représentée par un graphe G) nous 
appliquons les étapes du processus suivant: 

1. Premièrement, le graphe “G” est ajouté à la base ‘CB’. Pour cela, nous utilisons 
l’opération de la somme disjointe de “G” et “CB”. 

2. Deuxièmement, “CB” est normalisé. Dans le cas de la recherche de compétences, 
nous voulons éviter la redondance afin de minimiser la recherche mais aussi pour 
homogénéiser les connaissances.  C’est pour cette raison que nous utilisons la 
normalisation.  
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3. Finalement, la troisième étape consiste à appliquer les règles présentes dans “RB”. 
Cette étape est très importante ; elle permet d’ajouter à la base “CB” toutes les 
connaissances publiées implicitement.  

Exemple 5. Considérons le type de concept “OOPL” (langage de programmation 
orienté objet) qui est une spécialisation du type de concept “langage-prog” (Langage 
de programmation).  

 
Nous définissons le type “OOPL” par les deux règles suivantes: 

R1: [Langage-prog:*x]->(supporte)->[classes] ==> [OOPL:?x] 
R2: [OOPL:*x]==> [Langage-prog:?x]->(supporte)->[classes] 
 
 Supposons qu’un programmeur appelé “p” publie sa capacité de programmer 

en langage JAVA; cette capacité est formalisée comme suit:  

[Programmeur: p]->(programmer)->[OOPL: Java] 
 
 Alors, en appliquant la règle R2, nous obtenons le graphe suivant 

représentant la nouvelle base de compétences ‘BC’: 

 [Programmeur: p]->(programmer)->[OOPL: Java]-(supporte)->[classes] 

4.3 L’utilisation de compétences 

Dans ce papier nous nous intéressons à l’exploitation des compétences lors de la 
recherche d’entités ayant certaines compétences requises.  La section 1 explique la 
représentation de la requête, tandis que la section 2 présente sa satisfaction. 

La représentation de la requête. La requête est représentée par un « headed graph »; 
la tête du graph représente le type des entités recherchées. Nous introduisons dans ce 
travail un marqueur spécial qui est ‘ ?’ équivalent au marqueur  générique ‘*’ pour 
indiquer la tête du graphe.  

Exemple 6 . Une requête de recherche de programmeurs ayant les compétences pour 
programmer en C peut être représentée comme suit: 

[Programmeur: ?]-->(programmer)->[Language-prog: C] 
                          
  La requête peut être complexe en ayant des conditions sur les compétences 

recherchées. Dans ce cas, les compétences recherchées sont représentées par des 
relations directement attachées à la tête de la requête, tandis que le reste du graphe 
représente les conditions sur les compétences recherchées. 

Exemple 7. Une requête de recherche de programmeurs ayant les compétences 
requises pour programmer en un langage qui supporte les classes, peut être 
représentée de la manière suivante: 

 [Programmeur: ?]->(programmer)->[Langage-prog: *] ->(supporte)->[Classes] 
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Satisfaction de la requête. La satisfaction d’une requête (représentée par un graphe 
R) est accomplie en suivant les étapes suivantes: 

 
1. Premièrement, “R” est normalisé afin de minimiser sa taille et par conséquent 

minimiser la recherche.   

2. Supprimer de “R” toutes les composantes connexes non connectées à la tête, 
parce que ces composantes sont indépendantes des compétences recherchées. 

3. La troisième étape consiste à rechercher des réponses à cette requête. Pour 
cela, nous utilisons l’opération de projection de ‘R’ sur ‘BC’. 

4. Si au moins une projection est trouvée alors la requête est satisfaite. Dans ce 
cas, les réponses sont les projections du nœud tête. 

Exemple  8 . Considérons le graphe “BC” de l’exemple 5. La satisfaction de la requête 
de l’exemple 7 est accomplie en utilisant l’opération de projection comme illustré 
dans la figure 4.  

 

 
 

Fig. 4. Exemple de satisfaction d’une requête 
 

Le concept encerclé dans la figure 4 représente l’image de la tête de la 
requête. Alors la réponse est:   [Programmer: p]. 

5 Implémentation 

Pour la validation expérimentale de nos idées, nous avons implémenté un prototype 
de médiation qui répond aux objectifs visés par ce papier. Le système est implémenté 
en utilisant la bibliothèque CoGITaNT 3 [17], version 5.2.0. Le prototype proposé a 
une architecture de médiation basée sur l’architecture client serveur de CoGITaNT. 
La communication entre les clients (importateurs ou exportateurs) et le médiateur est 
basée sur le protocole TCP.  

                                                           
3 Bibliothèque C++ développée par LIRMM CNRS, France. 
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Il est à noter que l’implémentation actuelle de notre prototype ne permet pas la 
génération des graphes conceptuels automatiquement à partir des descriptions des 
sources. Cette tache est importante mais elle nécessite l’enrichissement de notre 
prototype par un system de traitement linguistique. Alors pour tester notre prototype, 
nous construisons les graphes conceptuels ainsi que les autres composants en utilisant 
les logiciels d’édition graphiques des graphes conceptuels tels que Cogui [19].  

6 Conclusion 

Dans ce papier, nous avons traité le problème de la gestion de compétences. Notre 
objectif était de trouver une méthode pour représenter formellement les compétences 
acquises par des entités d’un domaine particulier, de les organiser et de les utiliser   
lors de la recherche d’entités ayant certaines compétences requises. 

Notre approche est fondée sur le formalisme des graphes conceptuels pour fournir 
une description sémantique d’un domaine d’application. Pour la représentation de 
compétences nous avons utilisé les règles de graphes pour exprimer les informations 
génériques sur les types.   

Du point de vue organisation, les compétences sont organisées sous forme d’un 
graphe conceptuel. L’application des règles au moment de la publication facilite la 
recherche vu que les informations implicites seront présentes avant leur utilisation 
grâce à l’application de ces règles. 

 Finalement, et en point de vu utilisation de compétences, nous avons utilisé 
l’opération de projection pour rechercher des entités ayant un certain nombre de 
compétences requises. Cependant, les réponses considérées sont seulement de type 
oui/non. En effet, dans certaines applications, les réponses souhaitées sont de types 
coopératives; dans le sens où, si aucune entité ne satisfait à elle seule la requête; on 
essayera  de trouver quel ensemble d’entités réunis la satisfaisant. Dans ce cas, la 
satisfaction conduit à plusieurs cas de figures [6]: (i) il existe des exportateurs 
satisfaisant complètement la requête; (ii) il existe des exportateurs satisfaisant 
partiellement la requête, mais en combinant les compétences de différents 
exportateurs la requête sera satisfaite; (iii) il n’existe ni un seul exportateur ni un 
ensemble d’exportateurs satisfaisant la requête. Dans ce dernier cas, le médiateur peut 
initier un processus de coopération avec les autres médiateurs pour essayer de 
satisfaire la requête (flèche (d) sur la figure 1). Ces différents cas sont traités dans 
[15] mais en utilisant le concept de complément dans DL. Une nouvelle version de 
notre travail est en cours de construction, elle prend en compte la fédération de 
médiateurs. 

7 Références 

1. G. Berio and M. Harzallah, “Knowledge management for competence management”, j-
jukm.J., Vol. 0,  no 1, pp. 21—28, 2005. 

202



2. G. Wiederhold, “Mediators in the architecture of future information systems”, IEEE 
Computer, Vol 25, no 3, pp. 38-49, 1992. 

3. H. T Nacer, D. Aissani and N. Boudjlida, “ Semantic annotations for web services 
discovery and composition ”, Comput. Stand. nterfaces.J., Vol. 31,  no 6, pp. 1108—1117, 
2009. 

4. N.Ikujiro and T. Hirotaka. “The knowledge creating company; how japanese companies 
creat the dynamics of innovation”, Oxford University Press, 1995. 

5. DL-org. Description logics. Available: http//dl.kr.org/. Last consultation: December 2009. 
6. N. Boudjlida. “A mediator-based architecture for capability   management”, In Proc of the 

6th IASTED International Conference, Software Engineering and Applications, SEA'2002. 
pp 45--50. MIT, Cambridge, USA, November 2002.  

7. C.Dong, “Gestion et découverte de compétences dans des environnements hétérogènes”, 
Ph.D thesis, Henri Poincaré-Nancy1 Univ, France, 2008. 

8. A.Borgida and P.Devanhu. “Adding more”DL” to IDL: Towards more knowledgeable 
component interoperability”, In 21rst Int. Conf. on Software Engineering, ICSE’99, pages 
378—387, Los Angeles, CA, May 1999. ACM Press. 

9. J. Sowa, “Conceptual structures: Information Processing in Mind and Machine”,  Addison-
Wesley, 1984. 

10. UDDI. Universal Description, Discovery and Integration. Available:  http://www.uddi.org/. 
Last consultation: September 2009. 

11. M. Chein and M.L Mugnier. “Conceptual graphs: fundamental notions“,In Revue 
d'Intelligence Artificielle. J., Vol. 6,  no 4, pp. 365--406, 1992. 

12. M.L. Mugnier and M. Chein. “Représenter des connaissances et raisonner avec des 
graphes“. In Revue d'Intelligence Artificielle, Vol 7, no 1, pp 7-56, 1996. 

13. E.Salavat, “Raisonner avec des opérations de graphes : graphes conceptuels et règles 
d'inférence“, PhD thesis, Montpellier II Univ, 1997. 

14. E. Salvat,  M. Mugnier, ”Sound and complete forward and backward chainings of graph 
rules”.in  Proc of the 4th International Conference on Conceptual Structures, pp 248-262, 
1996. 

15. N.Boudjlida and C. Dong. “Complement concept and capability discovery “. In J. 
Grundspenkis and M. Kirikova, editors, Proc of the EMOI-INTEROP'04 (Enterprise 
Modelling and Ontologies for Interoperability), in connection with the 16th Conference on 
Advanced Information Systems Engineering, CAiSE'2004, Vol 4, pp 337--342, Riga, 
Latvia, Jun 2004. 

16. M.L.Mugnier,“Contributions algorithmiques pour les graphes d’heritage et les graphes 
conceptuels”, Ph.D thesis, Montpellier II Univ, France, 1993. 

17. CoGITaNT. “Conceptual Graphs Integrated Tools allowing Nested Typed graphs“. 
Available: http://cogitant.sourceforge.net. Last consultation: December 2009. 

18. CGIF.“Conceptual Graphs Interchange Format“.Available:        
http://www.webkb.org/doc/CGs.html. Last consultation: January 2009. 

19. Cogui.“Conceptual graphs graphical user interface“ .Available: http://www.lirmm.fr/cogui. 
Last consultation: January 2009. 

20 M. Zacklad et M. Grundstein (eds), Ingénierie et capitalisation des connaissances. Hermès, 
2001.  

 

203



Interrogation d’une ontologie hybride en langage
naturel : application au domaine médical

Chouaib Bouhalika, Zizette Boufaida

Laboratoire LIRE, Université Mentouri de Constantine, Algérie
bouhalika.chouaib@yahoo.fr, zboufaida@gmail.com

Résumé. L’interrogation d’une ontologie nécessite l’utilisation d’un langage
de requêtes formel et difficile à maitriser, ce qui pose d’importantes difficultés
pour les utilisateurs non-experts. Dans ce travail, nous proposons une
approche qui vise à simplifier et à améliorer la recherche sémantique d’une
manière générale et celle ayant trait au domaine médical. Ceci est rendu
possible à travers la conversion des requêtes en langage naturel libre vers le
langage de requête nRQL (new Racerpro Query Language), ce qui facilite la
formulation des requêtes et améliore sensiblement l’exploitation de
l’ontologie. A cet effet, nous combinons plusieurs outils et standards du web
sémantique et de traitement du langage naturel, de façon à ce que le système
développé soit plus robuste, pour la résolution des ambigüités linguistiques et
des problèmes liés à la complexité et à la richesse d’expression des requêtes
imposées par le domaine médical.

Mot clés : Recherche Sémantique, Ontologie Médicale, Interface en Langage
Naturel, Traitement Automatique du Langage Naturel, Langage nRQL,

1 Introduction

 La croissance très importante des informations disponibles sur Internet nécessite
des outils de recherche de plus en plus performants permettant de discerner
efficacement les informations intéressantes parmi des centaines voire des milliers de
documents. Seulement, la qualité des résultats fournis par les moteurs de recherche
traditionnels n'est pas toujours pertinente. Ceci est dû principalement aux ambiguïtés
linguistiques et aux concepts abstraits qui ne sont pas bien traités, ainsi qu’à la
complexité des langages d’interrogation. Donc aider un utilisateur à trouver
l’information qu’il cherche dans ce contexte devient une tâche de plus en plus
difficile. Le recours au langage naturel et aux différentes techniques et outils du
traitement automatique de la langue naturelle (TALN) est une solution très
intéressante. Par ailleurs, la prise en compte de la sémantique par le biais des
ontologies est une solution pour la réduction des conflits sémantiques. Toutefois,
afin d'acquérir les connaissances ontologiques, les utilisateurs doivent se familiariser
avec le vocabulaire des langages des ontologies, les langages de requêtes, et la
structure de l'ontologie utilisée. En outre, interroger une ontologie médicale impose
d’importantes difficultés liées à la richesse et à la complexité du vocabulaire du
domaine médical. Les termes utilisés sont souvent flous, imprécis et complexes.
      C’est dans le but de combler ce fossé entre un web sémantique assez complexe
et formel d’une part et le langage naturel simple et compréhensible par tous les
utilisateurs d’autre part, et pour résoudre et pallier aux ambiguïtés par l’utilisation
d’un vocabulaire médical, que nous proposons l’architecture d’un système de
conversion des requêtes exprimées en langage naturel vers le langage de requête
nRQL. Ce système permet à l’utilisateur de formuler ses requêtes en langage naturel
libre sans se soucier de la structure ni de la syntaxe des requêtes nRQL adressées au
système pour l’interrogation de l’ontologie médicale et sans avoir des connaissances
préalables sur la structure de cette dernière, en apportant ainsi souplesse et facilité
d’utilisation. C’est en s’appuyant sur les techniques du TALN et des ontologies et
sur différentes mesures de similarités, ainsi que sur l’exploitation de Wordnet et
UMLS, que le système est en mesure de régler toutes les conflits linguistiques et
sémantiques qui peuvent survenir.
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   En plus la recherche ne se limite pas à trouver des ressources référencées par des
mots clés, mais tente d’identifier la sémantique des mots de la requête et de
représenter cette dernière formellement en logique de description afin de générer une
requête nRQL plus pertinente.
   Le reste du papier est organisé comme suit. La section 2 décrit les travaux
existants. Nous présentons ensuite dans la section 3 l’architecture générale du
système proposé et nous décrivons ses différents composants en détaillant le
fonctionnement et le rôle de chacun. Dans la section 4, nous illustrons une étude de
cas traité par ce système. Enfin, dans la section 5, nous terminons notre article par
une conclusion et des perspectives.

2 Travaux existants

Les interfaces en langage naturel aux bases de connaissances, pouvant aider les
utilisateurs ordinaires à exprimer leurs besoins d'information en langage naturel ont
été étudiées pendant des décennies. Ces dernières années, les chercheurs se sont
penchés sur l’étude des interfaces en langage naturel pour l’accès aux ontologies, car
celles-ci délivrent les utilisateurs de la nécessité de connaître la structure de la base
de données et offrent  une interaction beaucoup plus commode et plus flexible.

§ ONLI [1] (Ontology Natural Language Interaction) est un système
d'interrogation d'ontologies en langage naturel,  basé sur les restrictions
sémantiques. Il suppose que l'utilisateur est familiarisé avec le domaine de
l’ontologie. Ce systeme prend comme entrée une requête en langage naturel
libre et la traduit en nRQL.  Il génère ensuite les réponses  pertinentes. Le
système a été évalué sur l'ontologie de FungalWeb. La correspondance
sémantique dans ce système est basée sur les prédicats des triplets
linguistiques. Le système ignore les triplets vides, ce qui nuit à la pertinence
des résultats attendus.

§ Querix [2] est une interface en langage naturel  indépendante du domaine et
qui traduit les requêtes en langage naturel vers le langage SPARQL. En
comparaison avec une interface en langage naturel fondée sur  la logique,
Querix n’essaie pas  de résoudre l’ambiguïté de la langue naturelle, mais
demande à l'utilisateur dans une fenêtre de dialogue de contribuer a la
résolution de l’ambiguïté.

§ Aqualog [3] est l’un des systèmes de Questions/Réponses (Q/R) les plus mûrs
qui prend en entrée des requêtes exprimées en langage naturel et une ontologie
et retourne des réponses tirées de la sémantique des données compatibles dans
l’ontologie. Il combine plusieurs techniques puissantes pour  donner un sens
aux requêtes en langage naturel et les classe sous forme d’une représentation
intermédiaire de triplets linguistiques et les reformule pour qu’ils soient
compatibles avec les données de l’ontologie. Il est également soutenu par un
mécanisme d'apprentissage, afin que sa performance s'améliore au fil du temps,
en réponse au vocabulaire utilisé par les utilisateurs. Cependant, il exige que la
requête soit complète et syntaxiquement correcte, et exprimée sous forme de
questions (qui, quoi, etc.)  et contenant jusqu'à deux triplets. De plus, il ne peut
être utilisé que pour une seule ontologie.

§ La nouvelle version de AquaLog est PowerAqua [4] PowerAqua est un
nouveau système de Q/R qui fournit des réponses tirées de plusieurs
ontologies, hétérogènes et distribuées sur le Web. Il a évolué à partir de
Aqualog, afin de résoudre le problème de la limitation de Aqualog à une seule
ontologie. PowerAqua prend en entrée des requêtes exprimées en langage
naturel et les traduit en un ensemble de requêtes formelles. Il retourne enfin des
réponses pertinentes tirées des ressources distribuées sur le web sémantique.
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§ SemSearch [5] est un système basé concept avec une interface de requête
similaire à Google. L'interface d'interrogation de SemSearch étend la recherche
traditionnelle par mot clé, en permettant la spécification explicite de l'objet
demandé et la combinaison de mots-clés. Le processus de recherche dans
SemSearch, vise à trouver la signification sémantique des mots clés spécifiés
dans la requête de l’utilisateur de telle sorte que le moteur de recherche sache
ce que l'utilisateur recherche et la façon de satisfaire sa requête. Parmi les
limites de SemSearch, on peut citer, la nécessité d’une bonne connaissance du
domaine de l’ontologie et l’absence d’un moyen pour préciser la relation entre
les termes recherchés, ce qui peut réduire la précision des résultats de ce
dernier.

    Le principal avantage du système proposé se situe dans la façon de réunir la
simplicité d’utilisation de SemSearch et l’efficacité de traitement de Aqualog, c'est-
à-dire donner aux utilisateurs plus de  liberté lors de l’acquisition de leur requêtes,
tout en préservant la performance du processus de conversion de ces requêtes vers
nRQL. Donc, le système proposé est constitué d’une interface en langage naturel
pour l’interrogation de l’ontologie, qui permet aux utilisateurs ordinaires de
formuler leur requête en langage naturel libre  sans aucune formation pré-requise. Le
formalisme de représentation sous-jacent, à savoir les logiques de description,
permet la formulation des questions supportant la quantification, la conjonction, la
disjonction et la négation. Ceci permet ainsi d’apporter de la sémantique à la simple
représentation par triplets utilisés par les systèmes précédents. Par ailleurs, pour une
meilleure prise du domaine médical, nous utiliserons UMLS, en plus de Wordnet.
Nous proposons également, un processus léger mais efficace pour le traitement des
requêtes sur l’ontologie en faisant appel à des analyseurs performants tels
que TreeTagger, Stanford et en exploitant différentes mesures de similarité.

3 Architecture du système

L’architecture proposée s’articule principalement sur six  composants principaux :
une interface utilisateur, un module d’analyse et de traitement des requêtes des
utilisateurs,  un module d’appariement, un module de traitement d’ontologies, un
générateur de requêtes nRQL et un moteur d’inférence. (cf. figure 1).

Fig.1. Architecture du système proposé

206



     3.1 Composants de l’architecture

1. L’interface utilisateur

Permet aux utilisateurs de poser leur requête en langage naturel et de choisir
l’ontologie à interroger. Elle permet également d’afficher les résultats et en cas de
besoin, la requête nRQL générée. En plus, elle offre aux utilisateurs l’opportunité
d’interagir avec le système à travers la rétroaction (feedback) pour la clarification du
mot ambigu qui n’a pas trouver de correspondance avec les entités des triplets
d’ontologies ou avec leurs synonymes.

2. Le composant de traitement de l’ontologie

Accepte en entrée une ontologie de domaine (RDF(S), OWL) qui encapsule
plusieurs types d'information : taxonomie entre des concepts de même type modélisé
par la relation is-a, le thésaurus des concepts de type différent liés par les relations
Object_property et data_type_property, et des données formelles spécifiées par des
axiomes.

   A chaque fois qu’une nouvelle ontologie est chargée dans le système, le
dictionnaire d’ontologie est automatiquement construit par l’extraction de toutes les
entités de l’ontologie (classes, propriété, instances) et leur mettre sous forme de
triplets « sujet, prédicat, objet » où le sujet et l’objet du triplet peuvent être soit des
classes ou des instances, et le prédicat peut être une propriété. Nous avons opté pour
cette représentation parce que la plupart des requêtes d’utilisateurs peuvent être
compatibles avec la représentation avec des triplets.

Toutes les ontologies (RDF(S), OWL) peuvent être écrites sous forme de triplets.
Cette représentation a l’avantage d’être extensible et paramétrable à volonté. Elle
permet ainsi de décrire les choses simplement et sans ambiguïté. Donc, utiliser les
triplets de cette manière,  offre une structure de données très souple et flexible.

Afin d’augmenter la rapidité et l’efficacité de l’appariement des composants des
triplets avec les mots de la requête, chaque composant du triplet sera simplifié
pendant  la reconnaissance et la séparation des mots qui utilisent les tirets/tirets bas
et les mots Camel Case [9]. Le mot sera ensuite lemmatisé. Pour chaque composant
de triplets, on identifie la liste de ses synonymes en faisant appel à WordNet [6].
Afin de bien cerner le domaine de l’ontologie médicale et d’augmenter la richesse et
la précision du vocabulaire nous faisons appel à UMLS (Unified Medical
Language System) [7]. Ce module fournit en sortie, une représentation de
l’ontologie sous forme de triplets, dans lesquels chaque composant est lemmatisé, et
enrichi par ses synonymes.

3. Le composant d’analyse et de traitement de la requête d’utilisateur

Supporte deux fonctionnalités essentielles :

Ø Analyse morpho-syntaxique: dans le but de pallier aux problèmes des variations
morphologiques par la lemmatisation et l’identification de la catégorie grammaticale
de chaque composant de la requête, nous utilisons l’outil TreeTagger [8].

L’étape de filtrage des résultats détenus consiste à éliminer les mots vides fréquents
et inutiles, en s’aidant d’une liste préétablie des mots vides, pour ne pas filtrer ce qui
est utile pour notre application.L’utilisation du filtre permet de réduire
considérablement le nombre de termes extraits, et le traitement des situations
exceptionnelles [9] par la reconnaissance et la séparation des mots qui utilisent les
tirets/tirets bas, les camelcase, par exmple : QuickTime : quick time, suffer_from :
suffer from.
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Nous faisons également appel à UMLS pour résoudre certains problèmes liés au
domaine médical comme la complexité et la grande variabilité de ses termes, et aussi
pour éviter toute altération ou changement du sens de ces termes lors des différentes
phases du traitement de la requête. A partir des résultats fournis par Tree Tagger, les
termes de la requête ainsi que leurs catégories grammaticales, sont extraits en
mettant l'accent sur les noms. Par ailleurs, l’outil MetaMap identifie les différents
termes médicaux dans la requête ainsi que leurs catégories en utilisant le
Métathesaurus et le réseau sémantique d’UMLS.

Les résultats envoyés au module d’appariement consistent en des termes de la
requête lemmatisés, et filtrés ainsi que les termes médicaux identifiés et enrichis par
leurs catégories.

Pour passer à l’étape suivante nous aurons besoin non seulement de reconnaitre la
structure syntaxique de la requête mais aussi d’extraire les relations syntaxiques des
questions. Ces relations définissent les dépendances grammaticales entre les mots de
la requête. Dans ce but, nous utilisons l’analyseur syntaxique de Stanford[10]. Les
arbres syntagmatiques produits par cet analyseur sont traduits dans des structures de
dépendances par un module symbolique. La sortie finale est un graphe de
dépendances dont les n uds sont étiquetés avec les mots de la phrase analysée et
dont les arcs sont orientés et étiquetés avec des relations grammaticales tels que
objet, sujet, ou modificateurs. L’accent a été mis sur les phrases nominales, qui sont
souvent beaucoup plus riches en  sens que les groupes verbaux, et ils sont facilement
reconnaissables à partir d’un arbre.

Ø Représentation sémantique de la requête: Un apport sémantique peut servir à
réduire les ambiguïtés syntaxiques, mais sa finalité globale est de représenter
formellement la requête de l’utilisateur. Dans l’intention de rapprocher la
représentation de la requête exprimée en langage naturel à la requête  formelle
utilisée pour l’interrogation d’ontologie exprimée en nRQL (new Racer Query
Language),  nous avons opté pour les logiques de description (LD) qui sont une
famille de langages de représentation de connaissances formels et structurés.

Le système suit une approche compositionnelle, pour élaborer la formule logique
correspondante à la question d'entrée. Compositionnalité signifie ici que la
signification de toute phrase est fonction des significations de ses parties. Cela veut
dire que le sens de chaque unité lexicale non ambiguë est fixée dans le lexique, et
que la combinaison de ces sens est guidée par la structure syntaxique de la phrase, et
aboutit à l’interprétation  de la phrase complète.
Une telle approche exige une sorte de traitement syntaxique par groupement de mots
en des unités syntaxiques plus larges et en les ordonnant ainsi sous la forme d’arbre
pour guider le calcul récursif. Ceci est accompli par l'analyseur de Stanford.
Le lien entre le langage naturel et les LD a été établi d’une façon formelle dans [11].
Cette connexion a été formalisée dans [12] en se basant sur deux observations:

• La sémantique du langage naturel a été formellement représentée par l’algèbre
relationnelle [13].

• Le lien a été établi entre l’algèbre relationnelle et les LD [14].

Nous rappelons d’abord la représentation algébrique des constructeurs des LD
comme présentée dans [14]. Nous montrons ensuite comment les algèbres
relationnelles ont été utilisées pour l’analyse sémantique du langage naturel. Enfin,
nous montrons comment l’approche algébrique est prise comme base pour trouver la
représentation en LD. Pour mieux comprendre ce passage, nous reprenons les
définitions cités dans [12].
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- Passage de la LN vers l algèbre relationnelle

A partir de l’arbre syntaxique généré par l’analyseur de Stanford, nous extractons les
règles de production qu’il contient (comme celles indiquées dans la deuxième
colonne du tableau 1). Ensuite nous procédons à l’analyse sémantique de la requête
par l’utilisation de l’algèbre relationnelle a travers l’annotation des représentations
syntaxique avec des expressions algébriques en se basant sur le travail de P.Suppess
[16].

Tableau 1. Associations sémantiques dans les grammaires relationnelles.

Règle de production Association sémantique
1.
2.
3.
4.
5.

P  SN + SV
P  NP + SV
SN Art + N
SN  Art + N + Adj
SV  VT + SN

Les symboles P, SN, SV, NP, N, Adj, Art and VT correspondent respectivement à :
’phrase’, ’syntagme nominal’, ’syntagme verbal’, ’nom propre’, ’nom’, ’adjectif’,
’article’ et ’verbe transitif’. Pour plus de détails, référez au [15].
La représentation sémantique nous aide à définir et à extraire les relations entre les
termes de la requête et entre les différents triplets finaux déjà établis.
Nous procédons ensuite à un parcours ascendant le long de l’arbre sémantique
jusqu'au n ud racine, en exécutant le processus suivant :

- Identifier et extraire les valeurs de chaque n ud.
- Identifier la valeur qui lui correspond à partir des entités des triplets finaux

valides.
- Remplacer les valeurs des n uds par les entités des triplets correspondants
- Le procédé est réitéré jusqu’à la racine de l’arbre produisant la sémantique de la

phrase entière.

-     Lien entre les logiques de description et l algèbre relationnelle

Dans [16], La sémantique des opérateurs des LD peut être définie en termes
d’opérations algébriques. Une interprétation  est une paire  où  U est le
domaine de l’interprétation et  la fonction d’interprétation. Un concept C est
interprété par l’ensemble   et un rôle r par une relation binaire  sur
l’ensemble U.L’interprétation algébrique des descriptions de concepts de la LD est
présentée dans la figure 2.

              Fig.2. Interprétation algébrique de quelques descriptions de concepts.
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Le top et le bottom, les opérateurs de conjonction, disjonction et négation sont
définis de la même manière qu’en LD. La quantification existentielle est assignée au
produit de Peirce. Appliqué à une relation R et à un ensemble C, le produit de Peirce
correspond à l’ensemble (1) :

                                R : C= {  |  } (1)

La quantification universelle est assignée à une variante du produit de Peirce appelée
involution (2) :

{  | C} (2)

Les restrictions sur les nombres ne peuvent pas être exprimées algébriquement. Pour
pallier à cette insuffisance, le travail présenté dans [15] augmente l’algèbre de Peirce
avec les équivalents algébriques des opérateurs de quantification numérique. La
figure 2 est extraite de la table décrite dans [14].

Donc, étant donné la correspondance exacte entre les opérations algébriques et les
constructeurs de LD expliquée précédemment, le passage vers la représentation
terminologique d’une phrase est direct.
La représentation finale est envoyée au constructeur de requêtes nRQL.

4. L’appariement

Consiste à combler le fossé sémantique entre la terminologie de l’utilisateur et le
vocabulaire de l’ontologie. Ce composant a pour rôle d’apparier les termes
lemmatisées et filtrées de la requête, et les termes médicaux identifiés avec les
composants des triplets du dictionnaire d’ontologie enrichis par leurs synonymes.
Les différentes étapes du processus d’appariement sont les suivantes :

1. Réception et sélection des lemmes des différents termes de la requêtes envoyés
par le module d’analyse et traitement de la requête d’utilisateur en traitant en
priorité les termes médicaux identifiés.

2. Chaque lemme extrait de la requête, est apparié  avec les lemmes des
composants des triplets du dictionnaire d’ontologie; Si ce lemme correspond à l’un
des lemmes des composants d’un triplet du dictionnaire d’ontologie, le composant
correspondant est extrait. Il est placé dans un nouveau triplet que l’on nomme
triplet final. Puis pour chaque composant apparié nous vérifions si les composants
restants du triplet sont présents dans la question et on procède à leurs appariement
après on passe au prochain lemme de terme de la requête et ainsi de suite.

3. Si le lemme ne correspond à aucun lemme des composants des triplets du
dictionnaire d’ontologie, nous devons donc chercher parmi ses synonymes tirées
de WordNet. Les synonymes seront appariés selon un système d’annotation basé
sur des mesures de similarité telles que celle basée sur la distance de Levenshtein
et  la mesure de similarité sémantique de LIN [17].

4. L’appariement des termes médicaux suit l’algorithme précédent, en respectant
pour chaque terme, sa catégorie identifiée. Si le terme ne trouve pas de
correspondance avec les composants des triplets nous faisons appel à UMLS pour
lever l’ambigüité.

5. Dans le cas ou le lemme ne trouve aucune correspondance, le système  permet a
l’utilisateur de clarifier les mots ambigus à travers un feedback. Après avoir
identifié tous les triplets finaux, ces derniers sont envoyés au composant
générateur de requêtes nRQL. Pour ne garder que les triplets pertinents, nous
procédons au calcul de la somme des scores des distances de Levenshtein qui
mesure la similarité entre les lemmes des entités du triplet et les lemmes de la
requête. Nous choisissons ainsi ceux qui ont marqué le plus d’appariement selon
une valeur allant de 0/3 jusqu'à 1.
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5. La génération des requêtes nRQL

La représentation sémantique de la requête générée par le module d’analyse et de
traitement de la requête utilisateur est traduite en une requête nRQL en exploitant les
triplets finaux produits par le module d’appariement. Une requête nRQL se compose
d’une tête et d’un corps : (retrieve <head> <body>).

    La tête de la requête spécifie le format de la réponse et le corps de la requête
contient des atomes  (unaires ou binaires) de requête qui sont utilisés pour spécifier
les conditions de récupération sur les liaisons des variables de requête. Les requêtes
nRQL sont soit simples ou complexes. Une requête nRQL simple se compose d’un
seul atome dans le corps de la requête. Exemple d’une requête nRQL simple : la
requête (retrieve (?x) (?x patients)) a la tête  (?x) et le corps (?x patient). Elle
retourne tous les individus de patient.

   Par contre, une requête nRQL complexe se compose de deux ou plusieurs atomes
de requête qui sont combinés entre eux à l'aide des constructeurs  de corps de la
requête (par exemple, and, union, neg).

Pour générer la requête nRQL, nous faisons appel à la représentation sémantique
de la requête d’utilisateur, plus les triplets identifiés.  La syntaxe et la sémantique de
langage nRQL sont décrites en détail dans [18].

   Trouver la cible (les mots qui correspondent aux résultats recherchés par la requête
nRQL résultante) de la requête, nous aide à savoir quel genre de réponse peut être
attendue et donc à mieux spécifier les requêtes nRQL. Ce processus est le suivant :

    D'abord trouver les mots interrogatifs autorisés [19] comme « what », « who »,
et « how » ou les verbes de commande comme «find», «give » puis prendre les
noms qui sont a revoir si en peut les changer par suivants comme cibles, Exemple :
Give me the name …..
Le verbe “give” signifie que son objet (“name”) doit être sélectionné comme étant
la cible. Le verbe lui-même ainsi que son agent (ici le locuteur, ou “me”) sont
éliminés dans la phase de filtrage. Les règles détaillées  varient selon les différents
mots interrogatifs / de verbes de commande, et sont généralement communs pour
différents domaines.

Dans notre travail, la requête nRQL est déterminée par quelques règles de génération
en se basant sur les triplets et la représentation sémantique de la requête en LD.
Enfin, le système supprime les doublons qui sont sémantiquement équivalents et
transmet la requête nRQL au moteur d’inférence RACER.

6. Le moteur d’inférence

Pour exécuter la requête nRQL générée, notre système utilisera le raisonneur
RACER, et jena comme couche d’accès au dictionnaire d’ontologie.

4 Etude de cas

Pour valider les phases précédentes, nous avons utilisé l’ontologie médicale qui
formalise quelques informations du domaine de la médecine préventive.

1. L’utilisateur entre la requête : « who are the patients suffering from macrocytic
anemia» avec le nom de l’ontologie médicale.

2. Analyse morpho-syntaxique à travers l’utilisation de l’analyseur Treetagger qui
procède à la lemmatisation et à l’attribution d’une catégorie grammaticale à
chaque mot de la requête :
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who       WP who
are       VBP be
the       DT the
patients       NNS patient
suffering    VVG suffer
from       IN from
macrocytic JJ macrocytic
anemia       NN       anemia

Où les symboles WP, VBP, DT,NNS, VVG, IN, JJ et NN, correspondent
respectivement à : wh-pronoun/ verbbe, sing. present, non-3d/ determiner/ Noun,
plural/verb, gerund/ participle/IN preposition, subordinating conjunction/JJ
adjective/NN noun, singular or mass.

3. Le filtrage (suppression des mots vides, fréquents et inutiles) et identification des
termes médicaux à travers l’utilisation de l’outil MetaMap et UMLS. On sait à
partir de  Wh-questions who que la cible de la requête est une personne (patients).

4. L’analyse de la requête à travers l’utilisation de l’analyseur de stanford.

(ROOT
  (SBARQ
    (WHNP (WP who))
    (SQ (VBP are)
      (NP (DT the) (NNS patients))
      (VP (VBG suffering)
        (PP (IN from)
          (NP (JJ macrocytic) (NN anemia)))))))

5. Construction de la représentation algébrique et transformation  des expressions
algébriques obtenues en expressions de logiques de description (3) :

                            Patient suffer.(macrocytic  anemia). (3)

6. Appariement entre les termes de la requête et  les composants des triplets de
dictionnaire de l’ontologie médicale, en faisant appel à Wordnet et à UMLS:

       < patient, suffer_from, anemia >,< AnemiaMacrocytic , is_a, anemia>

7. Substitution des termes de la requête utilisés dans la représentation sémantique
en logique de description de la requête par les composants correspondants des
triplets finaux (4) :

      Patient suffer_from.(anemia AnemiaMacrocytic) (4)

8. Traduction en nRQL (5) en appliquant les règles de génération :

    (Retrieve (?x) (and (?x patient anemia suffer_from)
(AnemiaMacrocytic anemia is_a) ))                                        (5)

6 Conclusion

    Dans cet article nous avons proposé l’architecture d’un système qui  agit en tant
qu’interface en langue naturelle pour l’interrogation d’ontologies, en mettant
l’accent sur son processus de conversion de requêtes en langage naturel vers Nrql.
L’interface prend en entrée des requêtes exprimées en langage naturel et les
convertit vers nRQL, elles seront exécutés par le moteur d’inférence RACER,
épargnant ainsi l’utilisateur d'apprendre un langage formel complexe, et à connaître
rigoureusement la structure de l’ontologie. Les travaux futurs consisteront à voir
comment surmonter la limitation de notre système à une seule ontologie et
l’extension de la représentation à des langages de LD plus expressifs.
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Résumé. Les méthodes de calcul de la similarité sémantique se 

retrouvent dans diverses applications, avec comme objectif de donner 

à ces dernières des connaissances supplémentaires afin d’effectuer un 

raisonnement adéquat sur leurs données. Le choix d’une telle mesure 

de similarité est tout à fait crucial pour une bonne exécution de ce 

raisonnement. Dans ce papier, nous présentons une mise à jour ou 

plutôt une nouvelle version d’une méthode de calcul de similarité 

présentée par Wu et Palmer qui est considérée comme la plus rapide 

en termes de temps de génération de la similarité. Les résultats 

obtenus montrent bien que la mesure produite assure une amélioration 

de la pertinence des valeurs produites pour la similarité de deux 

concepts dans une ontologie. 

 Mots clés : Ontologie, mesure de similarité, distance sémantique, web 
sémantique, association sémantique. 

1   Introduction 

L’identification de la similarité a été considérée comme un sujet de recherche 
fortement recommandé dans les domaines du Web sémantique, de l’intelligence 
artificielle et de la littérature linguistique. Le choix d’une mesure de similarité est tout 
à fait crucial pour une bonne exécution du raisonnement [3]. Il s’agit en effet de 
trouver la meilleure adéquation entre le but à atteindre et le type de connaissances 
manipulées. L’identification de la similarité entre les données issues de l’extraction et 
les concepts d’une ontologie de domaine est une phase fondamentale dans une 
approche de rétro-ingénierie et qui est adoptée par plusieurs techniques telles que le 
regroupement, la fouille de données (data mining), le Web sémantique et en 
particulier, le domaine de la recherche de l’information. Cette dernière repose 
largement sur des mesures pour l’identification de la similarité entre les documents 
[2] [24].  

La majorité des approches de la recherche de l’information ne prennent en compte 
que des mots simples et/ou des fragments des mots pour la recherche des documents  
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pertinents et ignorent l’idée essentielle qui prend en compte les rapports ontologiques 
des mots.  

Ces derniers peuvent être détectés par un processus de calcul de similarité entre 
des paires d’objets. Dans le domaine du Web sémantique où les ontologies 
interviennent pour la modélisation des connaissances, la mesure de [25], par exemple, 
a l’avantage d’être simple à implémenter et d’avoir aussi de bonnes performances 
comparativement à d’autres mesures de similarité [16]. 

En fouillant dans les différentes méthodes de mesure de similarité existantes, on 
peut déduire la limite de ces méthodes dans quelques domaines d’application ce qui 
nous a conduit à faire une synthèse générale de ces méthodes, achevée par notre 
contribution dans la mise à jour d’une méthode de calcul de similarité entre les 
concepts d’une ontologie. 

Le reste du papier est organisé comme suit : La section 2 consiste à présenter 
quelques usages d’application de la mesure de similarité, la section 3 cite un état d’art 
des travaux déjà réalisés dans le domaine de calcul de similarité et enfin, en section 4 
nous présentons notre contribution avant de conclure dans la section 5. 

2   Usages d’application 

Pour justifier l'importance de la mesure de similarité, nous présentons ici ses quelques 
domaines d'application. 

2.1   Web Services 

La détermination de la similarité des services sémantiques permet d’obtenir des 
informations utiles concernant leurs comptabilités. Dans le travail de [11], il y a une 
proposition des métriques pour mesurer la similarité des services sémantiques annotés 
avec une ontologie OWL. La mesure de similarité proposée est basée sur l’intuition 
que les objets similaires partagent les informations descriptives les plus communes. 

2.2   Traitement automatique de la langue (TAL) 

Plusieurs travaux sur la mesure de similarité ont été motivés par le traitement  
automatique de la langue (TAL). Parmi les travaux dans ce domaine on peut citer : le 
travail de [20] qui utilise la métrique de la similarité sémantique pour la mesurer entre 
tous les sens de mot d'une paire donnée de mots et les désambiguïser ainsi dans un 
contexte donné. [18] a combiné l'utilisation d'un thesaurus automatiquement acquis à 
partir des corpus textuels bruts et Wordnet (basé sur la métrique de la similarité) pour 
trouver des sens prédominants des mots dans des textes non structurés. Les auteurs du 
travail [7] ont appliqué les mesures de similarité sémantique de WordNet pour évaluer 
la pertinence des expressions, étant donné un dialogue spécifique, et de construire 
automatiquement les sommaires du dialogue parlé. 
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2.3   Bioinformatique 

Une variation de mesure de similarité basée sur le contenu informationnel est adoptée 
pour trouver une meilleure façon d’organiser et d’interroger les données d’une 
ontologie de gène (GO). GO a été créé en 1998. GO résulte d’une collaboration entre 
plusieurs bases de données: FlyBase (drosophile), the Saccharomyces Genome 
Database et des bases de données de génomes (homme et souris), etc. 
GO comprend 3 parties axées sur : 
• La fonction moléculaire (fonction des gènes exprimés ex: ATPase activity). 
• Le processus biologique (rôles biologique généraux de fonctions moléculaire 
complexes ex: la mitose). 
• les composants cellulaires (structures subcellulaires, localisation des complexes 
macromoléculaires ex: le noyau, le télomère). 

Le travail de [17] s’intéresse à la similarité sémantique entre les protéines, plutôt 
que les termes de l’ontologie GO, c’est pour cette raison qu’il a combiné entre trois 
mesures de similarités [22] [16] [12]. 

 
Remarque 1. Notre contribution est démontrée dans ce domaine en utilisant un extrait 
de cette ontologie de gène (GO) dans la dernière partie de ce travail. 

3    Taxinomie des techniques de mesure de similarité 

Dans cette section nous classifions les principales approches de mesure de similarité. 
La table 1 (voir section 3.5) montre une partie de notre arrangement de classification 
ainsi que quelques techniques d'échantillon. 

3.1    Techniques basées sur les arcs 

La mesure de similarité la plus intuitive des objets dans une ontologie est leurs 
distances [21] [14] [25]. Evidemment, un objet X est plus similaire à un objet Y qu’un 
objet Z. Cette similarité est évaluée par la distance qui sépare les objets dans 
l’ontologie. 

Ces mesures se servent de la structure hiérarchique de l’ontologie pour déterminer 
la similarité sémantique entre les concepts. Le calcul des distances dans l’ontologie 
est basé sur un graphe de spécialisation des objets. Dans chaque graphe, la distance de 
l’ontologie doit être caractérisée par le plus court chemin qui fait intervenir un ancêtre 
commun ou le plus petit généralisant (PPG), connectant potentiellement deux objets à 
travers des descendants communs. Parmi les travaux classifiés sous cette bannière on 
peut citer : 

3.1.1    Mesure de Wu & Palmer 

La mesure de [25] a été utilisée par [8] pour organiser des documents web dans des 
clusters. Elle a aussi servi dans [1] pour évaluer la proximité sémantique de deux 
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concepts d’une page HTML relativement à un thésaurus dans le cadre d’une 
indexation d’un site web par des ontologies. 

La mesure de similarité de [25] est basée sur le principe suivant : 
Etant donnée une ontologie formée par un ensemble de nœuds et un nœud racine R 
(Root) (voir figure 1). Soit C1 et C2 deux éléments de l’ontologie dont nous allons 
calculer la similarité. Le principe de calcul de similarité est basé sur les distances 
(D1+D et D2+D) qui séparent les nœuds C1 et C2 du nœud R et la distance (D) qui 
sépare le concept subsumant ou le PPG de C1 et de C2 du nœud R. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

La mesure de Wu et Palmer est définie par la formule suivante : 

��������, �
� = 
 ∗ �
�� + �
 + 
 ∗ � 

[16] a effectué une comparaison entre les méthodes des mesures de similarité. Il en 
ressort que la mesure de Wu et Palmer [25] a l’avantage d’être simple à calculer en 
plus des performances qu’elle présente, tout en restant aussi expressive que les autres. 

3.1.2    Mesure de Rada et al 

Cette mesure [21] est adoptée dans un réseau sémantique et elle est fondée sur le fait 
qu’on peut calculer la similarité en se basant sur les liens hiérarchiques «is-a». Pour 
calculer la similarité de deux concepts dans une ontologie, on doit calculer le nombre 
des arcs minimums qui les séparent. Cette mesure, basée sur le calcul de la distance 
entre les nœuds par le chemin le plus court, présente un moyen des plus évidents pour 
évaluer la similarité sémantique dans une ontologie hiérarchique. 

3.1.3    Mesure d’Ehrig et al 

Un travail de mesure de similarité pour les ontologies a été introduit par [4]. Ce 
travail introduit trois couches : les données, l’ontologie et le contexte. La similarité 
des entités est mesurée au niveau des données en considérant les valeurs de données 
de type simple ou complexe (entiers, caractères). Les relations sémantiques entre les 
entités sont mesurées au niveau de la couche de l’ontologie. Finalement la couche du 
contexte spécifie comment les entités de l’ontologie sont utilisées dans un certain 
contexte externe, plus spécifiquement, le contexte de l’application. 

R 

C2 C1 

PPG 

D2 D1 

D 

Fig. 1. Exemple d’un extrait d’une ontologie. 
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3.2    Techniques basées sur les nœuds 

Ces techniques adoptent une nouvelle mesure en termes de la mesure entropique de la 
théorie de l’information [16] [23]. La probabilité P(.) pour l’identification de 
l’utilisation d’une classe ou de ses descendants dans un corpus désigne l’information 
de la classe. On définit l’entropie d’une classe par la formule suivante : 

���� = −��� ������ 
Où P est la probabilité de trouver une instance du concept c. La probabilité d’un 

concept c est calculée en divisant le nombre des instances de c par le nombre total des 
instances. En associant des probabilités aux concepts d’une taxonomie, il est possible 
d’éviter le manque de fiabilité des distances des arcs. Plus l’information est partagée 
par deux concepts, plus ils sont similaires. Parmi les travaux, recensés dans la 
littérature, sous cette bannière on peut citer : 

3.2.1    Mesure de Resnik 

La notion du Contenu Informationnel (CI) a été initialement introduite par [22] qui a 
prouvé qu’un objet (mot) est défini par le nombre des classes spécifiées et que la 
similarité sémantique entre deux concepts est mesurée par la quantité d’information 
qu’ils partagent. Pour évaluer la pertinence d’un objet, il faut calculer le contenu 
informationnel. Le contenu informationnel est obtenu en calculant la fréquence de 
l’objet dans le corpus (Wordnet). La formule proposée par Resnik est définie par: 

�������, �
� = �����������, �
��� = ���[− ���� ������, �
���� 

Où CS (C1, C2) représente le concept le plus spécifique (qui maximise la valeur 
de similarité) qui subsume (situé à un niveau hiérarchique plus élevé) les deux 
concepts C1 et C2 dans l’ontologie. Cette mesure est un peu sommaire car elle ne 
dépend que du concept le plus spécifique. 

3.2.2    Mesure de Lin 

Lin a défini une mesure de similarité légèrement différente de celle de Resnik : 

���!���, �
� = 
 ∗ "#$ ���%����, �
���
"#$������� + "#$ ����
�� 

Cette mesure utilise une approche hybride qui combine deux sources de 
connaissances différentes (Thesaurus, corpus). En plus, elle représente la similarité 
comme degré probabiliste de chevauchement des concepts descendants de C1 et C2. 
Les travaux de [19] ont évalué cette mesure à travers une expérience qui utilise des 
sujets humains pour évaluer la similarité entre 30 paires de noms, il en ressort que 
cette méthode offre une amélioration significative. 

3.2.3    Mesure de Hirst 

L'idée de cette mesure est que deux concepts lexicalisés sont sémantiquement étroits 
si leurs ensembles synonymes (synsets) de WordNet sont reliés par un chemin qui 
n'est pas trop long et qui "ne change pas la direction trop souvent". Avec cette mesure, 
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toutes les relations contenues dans un réseau Wordnet sont prises en considération. 
Dans le travail de [10], les auteurs ont classé la direction des liens en lien haut 
(superclasse), lien bas (sous-classe) et lien horizontal (antonyme). Le calcul de la 
similarité, avec cette méthode, s’effectue entre objets (mots) par le poids du plus court 
chemin allant d’un terme à un autre, en plus des classifications qui indiquent les 
changements de direction. La force du rapport est donnée par :  

���& = ' − ��� − ( ∗ )* 
Où T et K sont des constantes, PCC est la distance du plus court chemin en 

nombre d’arc et nd le nombre de changements de direction. 

3.3    Techniques hybrides 

Ces techniques sont fondées sur un modèle qui combine entre les approches 
basées sur les arcs (distances) en plus du contenu informationnel qui est considéré 
comme facteur de décision. 

3.3.1    Mesure de Jiang et Conrath 

Pour remédier au problème présenté au niveau de la mesure de Resnik, [12] a 
apporté une nouvelle formule qui consiste à combiner l’entropie (Contenu 
Informationnel) du concept spécifique à ceux des concepts dont on cherche la 
similarité (combine entre les techniques basées sur les arcs et les techniques basées 
sur les nœuds qui consistent à compter les arcs afin d’améliorer les résultats par des 
calculs basés sur les nœuds). La mesure adoptant cette méthode est basée sur la 
combinaison d’une source de connaissance riche (thesaurus) avec une source de 
connaissance pauvre (corpus). 
Notons que cette formule est définie par l’inverse de la distance sémantique. 

���+����, �
� = �
��,-�)�.���, �
� 

Sachant que la distance entre C1 et C2 est calculée par la formule suivante : 
��,-�)�.���, �
� = ����� + ���
� − �
 ∗ �������, �
��� 

3.3.2    Mesure de Leacock et Chodorow 

Une autre méthode présentée par [15] qui combine entre la méthode de comptage des 
arcs et la méthode du contenu informationnel. La mesure proposée par Leacock et 
Chodorow [15] est basée sur la longueur du plus court chemin entre deux synsets de 
Wordnet. Les auteurs ont limité leur attention à des liens hiérarchiques «is-a» ainsi 
que la longueur de chemin par la profondeur globale P de la taxinomie. La formule est 
définie par : 

���!����, �
� = −��� ��*���, �
�

 ∗ � � 

Où M est la longueur du chemin le plus long qui sépare le concept racine, de 
l’ontologie, du concept le plus en bas. On dénote par cd (C1, C2) la longueur du 
chemin le plus court qui sépare C1 de C2. 
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3.4    Techniques basées sur l’espace vectoriel 

Dans le domaine de la recherche de l’information, les modèles de l’espace vectoriel 
sont largement adoptés [2] [24]. Ces approches utilisent un vecteur caractéristique, 
dans un espace dimensionnel, pour représenter chaque objet et calculent la similarité 
en se basant sur la mesure de cosine ou la distance euclidienne. Le modèle de l’espace 
vectoriel est employé pour un arrangement des objets complexes en les représentants 
comme des vecteurs de k-dimensions. La définition de la similarité entre deux 
vecteurs d’objets est obtenue par leurs contenus internes. Parmi les approches citées 
dans la littérature on peut citer : 

3.4.1    Similarité de Jaccard 

La mesure de similarité de Jaccard est définie par le nombre des objets communs 
divisé par le nombre total des objets moins le nombre d’objets communs : 

���+�/, 0� = � ∗ 1
||�||

 + ||1||

 − � ∗ 1 

Tels que x et y sont des vecteurs extraits à partir des concepts C1 et C2.  

3|�|3 = 4�
i=1 désigne la norme du vecteur x et ||�||
 = 5∑ |��|
�7)�7� . 

3.4.2    Similarité de Cosine 

Cette mesure utilise la représentation vectorielle complète, c'est-à-dire la fréquence 
des objets (mots). Deux objets (documents) sont similaires si leurs vecteurs sont 
confondus. Si deux objets ne sont pas similaires, leurs vecteurs forment un angle (X, 
Y) dont le cosinus représente la valeur de la similarité. La formule est définie par le 
rapport du produit scalaire des vecteurs x et y et le produit de la norme de x et de y. 

�����/, 0� = 8�9�/, 0� = � ∗ 1
||�||
 ∗ ||1||


 

La mesure de Cosine quantifie donc la similarité entre les deux vecteurs comme le 
cosinus de l’angle entre les deux vecteurs. 

3.4.3    Similarité euclidienne 

La similarité euclidienne est basée sur le ratio de la distance euclidienne augmenté de 
1. La distance euclidienne est définie par la formule suivante : *� = ||� − 1||
 
La mesure de similarité est donc définie par : :;<=�>�, >
� = �

�?*� 

3.4.4    Similarité de Dice 

La similarité de Dice [16] est définie par le nombre des objets communs multipliés 
par 2 sur le nombre total d’objets. Cette mesure est donc définie par la formule : 

�������, �
� = 
 ∗ � ∗ 1
||�||

 + ||1||
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3.5. Synthèse des techniques de mesure de similarité 

 Nous reprenons ici, sous forme d’une table, les techniques de mesure de similarité 
ainsi leurs références : 

Techniques de mesure de similarité 

Similarité sémantique : Utilise des relations partielles 

Rapport 
sémantique : 

Utilise la 
totalité des 
relations 

Techniques hybrides Techniques basées sur l’espace vectoriel 

[10] 
[20] 
[18] 
[7] 
[9] 

Techniques 
basées sur les 

arcs 

Techniques 
basées sur les 

nœuds Calcul vectoriel 
Comptage 
des arcs 

Théorie de 
l’information 

[12] 
[15] 

[16] 
[23] 

Jaccard 
Cosine 
Dice 

Euclide 
Table 1.  Taxinomie des techniques de mesure de similarité. 

4    Notre contribution 

4.1    Exposé du problème 

La mesure de Wu & Palmer est intéressante mais présente une limite car elle vise 
essentiellement à détecter la similarité entre deux concepts par rapport à leur distance 
de leur PPG. Plus ce subsumant est général, moins ils sont similaires (et inversement). 
Cependant, elle ne capte pas les mêmes similarités que la similarité conceptuelle 
symbolique. Ainsi on peut avoir Sim(A, f) < Sim(A,B), f étant un des fils de A et B 
un des frères de A. Ce qui est à notre sens inadéquat dans le cadre de recherche 
d’information où il faut ramener tous les fils d’un concept (i.e requête) avant son 
voisinage. Cette mesure présente l’avantage de la rapidité du temps d’exécution, mais 
l’inconvénient de la production d’une valeur de similarité de deux concepts voisins 
qui dépassent la valeur de deux concepts dans la même hiérarchie. 

On prend comme référence la figure 2 qui représente un graphe représentant une 
partie d’une hiérarchie des concepts d’une ontologie de gènes en biologie. Les 
concepts contenus dans cette ontologie représentent intuitivement un ensemble des 
distances conceptuelles variées s’ils sont comparés deux à deux. 

A titre d’exemple, le concept « cellular    process » et « cellular component 
organization » présentent une valeur de similarité égale à 0 dans le cas de l’utilisation 
des mesures de similarité traditionnelles qui incluent des informations externes à la 
hiérarchie telles que les mesures de [5] [6]. Par contre, l’adoption d’une approche 
reposant sur l’hiérarchie donne une valeur de similarité différente de 0 pour ces deux 
mêmes concepts. En plus, la valeur de la similarité des deux concepts « cellular 
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process » et « cellular component organization »  est moins élevée que celle des 
concepts « cellular process » et « cell cycle ». 

Cependant, nous jugeons que le concept « cellular process » est plus proche au 
concept « cell cycle » que le concept « cellular component organization ». Ces 
précisions sont très intéressantes pour la recherche des similarités sémantiques d’un 
ensemble de concepts contenus dans une ontologie. Ces distances intuitives peuvent 
être utilisées, par exemple, pour l’amélioration des moteurs de recherche au niveau de 
l’efficacité et de la précision des réponses aux requêtes clients. La structure la plus 
simple supportant le raisonnement sur l’hiérarchie des types est celle que l’on peut 
trouver dans un support de graphes conceptuels. Dans cette structure, les liens de 
subsomption groupent les types suivant les caractéristiques définitionnelles qu’ils 
partagent. 

 
 

Fig. 2. Graphe représentant une partie d’une hiérarchie des concepts d’une ontologie de gènes 
en biologie. 

C1 

C2 

C3 

Root 

D=3 

D1=2 

D2=1 

D2=4 

D1=0 

D=1 
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4.2    Solution proposée 

A titre d’exemple, on peut obtenir avec la mesure de Wu et Palmer, une valeur de 
similarité entre le concept « M phase of mitotic cell cycle » et « mitosis» qui dépasse 
la valeur de similarité entre « cellular process » et « M phase of mitotic cell cycle ». 
Cependant, cette mesure offre une similarité plus élevée entre un concept et son 
voisinage par rapport à ce même concept et un concept fils (voir exemple 
d’application ci dessous). 

Soit l’ontologie de la Figure 2, on dénote par C1, C2 et C3 respectivement les 
concepts « cellular process », « M phase of mitotic cell cycle » et « mitosis ». En 
appliquant la mesure de Wu et Palmer, la valeur de similarité est ainsi calculée : 

��������, �
� = 
 ∗ �
@ + A + 
 ∗ � =  @. CC 

�������
, �C� = 
 ∗ C

 + � + 
 ∗ C =  @. DD 

Les valeurs obtenues par la mesure de Wu et Palmer montrent que les concepts 
voisins C2 et C3 sont plus similaires que les concepts C1 et C2 situés dans une même 
hiérarchie ce qui est inadéquat dans le cadre de la recherche des informations 
sémantiques. 

Nous proposons une nouvelle mesure qui mettre à jour la mesure de Wu et 
Palmer, dont l’expression est représentée par la formule suivante : 
 

����E���, �
� = 
∗�
��?�
?
∗�?F��_��H���,�
� , avec : 

 
       0 Si C1 est ancêtre de C2 ou inversement. 
F��_��H���, �
� = 
     (D+D1)*(D+D2) Si C1 et C2 sont voisins par un CS. 

 
FPP_PPG (Fonction Produit de Profondeurs par un Plus Petit Généralisant) est 

une fonction qui permet de pénaliser la similarité de deux concepts voisins qui ne sont 
pas situés dans une même hiérarchie. Dans le cas de concepts voisins, FPP_PPG 
donne la distance en nombre d’arcs égale au produit de profondeurs des deux 
concepts par rapport à la racine de l’ontologie (root) en passant par un CS). De plus 
en plus que les distances D ou Di (où D est la distance entre le CS et la racine et Di 
représente la distance entre un concept Ci et son CS) sont éloignés, de plus en plus 
SimDB diminue. Avec cette fonction, la mesure de similarité entre deux concepts 
hiérarchiques est plus élevée que la similarité entre deux concepts voisins par un PPG 
(CS). 

4.3    Exemple d’application 
Prenant le même exemple précédent avec les mêmes concepts C1, C2 et C3. En 
appliquant notre mesure et la mesure de Wu et Palmer, les valeurs de similarité entre 
C1 et C2 et entre C2 et C3 sont indiquées dans les tables ci-après : 
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Cas : Concepts hiérarchiques 

C1 C2 SimWP SimDB 

cellular 
process 

M phase of 
mitotic cell 

cycle 
0.33 0.33 

Table. 2.  Valeurs de similarité calculées par Wu & Palmer et notre mesure (SimDB). 
 

Cas : Concepts voisins 

C2 C3 SimWP SimDB 
M phase of 
mitotic cell 

cycle 
Mitosis 0.66 0.20 

Table. 3.  Valeurs de similarité calculées par Wu & Palmer et notre mesure (SimDB). 
 

����E���, �
� = 
 ∗ �
@ + A + 
 ∗ � + @ =  @. CC 

 

����E��
, �C� = 
 ∗ C

 + � + 
 ∗ C + ��C + 
� ∗ �C + ��� =  @. 
@ 

4.4    Propriétés de notre mesure 

Soit trois concepts C1, C2 et C3 d’une ontologie quelconque. Voici quelques 
propriétés vérifiées par notre mesure.  

• Le non négativité : SimDB (C1, C2) ≥ 0. 
• L’identité : SimDB (C1, C1) = SimDB (C2, C2) = SimDB (C3, C3) = 1. 
• La symétrie : SimDB (C1, C2) = SimDB (C2, C1). 
• L’unicité : SimDB (C1, C2) = 1 � C1 = C2. 
• Le différent : SimDB (C1, C2) = 0 � C1 ≠ C2. 
• Intervalle de définition : SimDB (C1, C2) ⊂ [0..1]. 

4.5    Comparaison de notre mesure avec celle de Wu et Palmer 

L’objectif de ce papier est de mettre en œuvre et tester une mise à jour d’une méthode 
de mesure de similarité pouvant faire avancer les recherches dans le domaine des 
ontologies et de simulation des distances conceptuelles. L’ontologie sur la quelle nous 
avons fait ces mesures est une ontologie de domaine biologique gene ontology1 (voir 
figure 2). Cette ontologie est utilisée pour décrire la fonction moléculaire, le 
processus biologique et les composants cellulaires. Elle a été crée avec l’éditeur 
Protégé-OWL qui permet aux utilisateurs de construire des ontologies pour le web 
sémantique en OWL. 

Dans une ontologie OWL, chaque objet est décrit par certains rapports RDF [13]. 
Soit O un objet dans une ontologie OWL. O est caractérisé par un ensemble de 
descriptions qui contient tous les rapports qui lui décrit. Un ensemble de description 

                                                           
1 http://www.geneontology.org/ 
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pour O est défini par : Descr(O) = {(s, p, o) ϵ O}. Où s, p et o est un triplet RDF qui 
dénote le sujet (Subject), le prédicat (Predicate) et l’objet (Object). RDF (Resource 
Description Framework) est aujourd'hui utilisé comme un standard pour l’échange des 
métadonnées entre différentes applications. Il permet de faciliter le travail des 
moteurs de recherche pour chercher les documents d’une manière efficace. 

Pour vérifier la validité de notre mesure, il est judicieux de tester sa pertinence de 
calcul par rapport à la mesure de Wu et Palmer qui a été jugée la plus rapide en 
termes de temps de génération de la similarité [16]. L’impact de la modification de la 
mesure de Wu et Palmer ainsi que l’aboutissement à notre mesure doivent être 
évalués pour juger sa pertinence. 

Dans les tables 4 et 5, on a choisi une représentation par paires de concepts 
contenus dans l’ontologie afin de calculer les valeurs de similarités. Le calcul 
s’effectue respectivement par la mesure de Wu & Palmer et par notre mesure. 

La table 4 concerne des concepts hiérarchiques tandis que la table 5 examine des 
concepts voisins. 

 
Concepts Hiérarchiques SimWP 

(C1, C2) 
SimDB 
(C1, C2) C1 C2 

cellular process 
M phase of 
mitotic cell 

cycle 
0.33 0.33 

cellular process cell cycle 0.66 0.66 
cell cycle phase M phase 0.54 0.54 

cellular process 
cell cycle 
process 

0.66 0.66 

cell cycle phase mitosis 0.54 0.54 
Table. 4.  Représentation par paires de concepts (cas : Concepts hiérarchiques). 

 
Concepts Voisins SimWP 

(C2, C3) 
SimDB 
(C2, C3) C2 C3 

M phase of 
mitotic cell 

cycle 
mitosis 0.66 0.20 

cell cycle 
cell cycle 
process 

0.50 0.25 

M phase mitosis 0.75 0.25 
cell cycle 
process 

organelle 
organization 

0.50 0.25 

Mitosis 
M phase of 
mitotic cell 

cycle 
0.66 0.20 

Table. 5.  Représentation par paires de concepts (cas : Concepts voisins). 
 

La pertinence de notre mesure par rapport à la mesure de Wup & Palmer est 
localisée au niveau de deux concepts situés dans une hiérarchie dont le concept 

subsumant2 est différent. De plus en plus que la distance entre les concepts 
subsumant directs est éloignée de plus en plus que la valeur de la similarité diminue. 
Une comparaison entre la pertinence des valeurs trouvées dans la table 5 est 

                                                           
2 Un concept C1 est subsumé par C2 si C2 est le père et C1 est le fils. 
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représentée par la figure 
de la pertinence apportée par notre mesure.

Fig. 3.

Fig. 4. Mesure Wu & Palmer inchangée par notre m

Remarque 2. La table 
changement sur la mesure de Wu et Palmer dans le cas des concepts hiérarchiques.

5    Conclusion 

Dans ce travail, nous avons présenté une 
par Wu et Palmer. On a comparé notre mesure avec celle de Wu et Palmer considérée 
comme la plus rapide. Les résultats obtenus montrent bien que la mesure produite
assure la pertinence des valeurs produites pou

La pertinence de cette mesure s’accroît, en plus, dans le cas d’une ontologie 
hiérarchique qui présente des liens 
claire pour les relations. Ceci peut être adopté dans l
associations sémantiques où les approches actuelles portent sur les associations ne 
donnant pas une précision sur le degré de justesse d’une association. 
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représentée par la figure 3. Les résultats obtenus montrent qu’il y a une augmentation 
apportée par notre mesure. 

 
Fig. 3. Pertinence de notre mesure (Cas: Concepts voisins) 

 

 
Mesure Wu & Palmer inchangée par notre mesure (Cas: Concepts hiérarchiques)

 4 et la figure 4 montrent que notre mesure n’a apporté aucun 
changement sur la mesure de Wu et Palmer dans le cas des concepts hiérarchiques.

Dans ce travail, nous avons présenté une mise à jour de calcul de similarité présentée 
par Wu et Palmer. On a comparé notre mesure avec celle de Wu et Palmer considérée 
comme la plus rapide. Les résultats obtenus montrent bien que la mesure produite
assure la pertinence des valeurs produites pour la similarité de deux concepts. 

La pertinence de cette mesure s’accroît, en plus, dans le cas d’une ontologie 
hiérarchique qui présente des liens « is-a » ce qui permet de donner une précision plus 
claire pour les relations. Ceci peut être adopté dans le domaine de l’identification des 
associations sémantiques où les approches actuelles portent sur les associations ne 
donnant pas une précision sur le degré de justesse d’une association.  
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Abstract. Grid technology enables the sharing and collaborating of a wide variety of 

resources. To fully utilize these resources, effective discovery techniques are necessities. The 

efficiency of these techniques depends on two major factors:  the architecture of the system and 

the mechanism of querying adopted for this system, and the structure of representation of both 

information resources and queries. This paper focuses on the architecture of the system and 

query processing mechanism. It introduces a comprehensive semantic federations' cluster into a 

hybrid grid in which intra-federation adopts centralized management and inter-federation form 

a distributed one. In the process of constructing the federations and three layers overlay 

network, a new construction method based on Semantic Web technologies using a SKOS 

(Simple Knowledge Organization Scheme) lightweight ontology for describing domains of 

applications in grid computing, and for semantically handles queries is presented. And an 

efficient process to leaders’ federations' election is discussed. 

Keywords: Resource discovery, SKOS, Semantic federation clustering, Query 

processing. 

1 Introduction 

Grid computing is emerging as an infrastructure to provide collaborative resource 

sharing over multiple geographically distributed organizations [1]. In this, Resource 

discovery mechanism is one of the fundamental requirements for grid computing 

systems, as it aids in resource management and applications scheduling. An efficient 

resource discovery mechanism depends on two factors, first, the architecture of the 

system and hence the mechanism used to query processing across this architecture; 

second, the structure used to represent resources and consequently, the structure of 

queries.   

In this work, we focus on the first factor of resource discovery; in this issue, 

various kinds of solutions to grid resource discovery have been proposed, the 

centralized one is efficient, although has some limitations, firstly, the central server in 

this architecture has a single point of failure, secondly, it can create a bottleneck due 

to the sent messages to a single point which may render such a system poor 

scalability. The introduction of P2P and DHT techniques into grids brings some 

benefits like adaptation, self organization and fault tolerance; however, they are less 

efficient and have several shortages such as a risk of network congestion and 
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overhead, due to the sent messages for updating dynamic data on resources and while 

finding a resource, and the risk of churn effect if a large number of nodes want to 

update their data at the same time.  

To address these problems, we propose a mechanism based on semantic nodes 

clustering into federations using a SKOS (Simple Knowledge Organization Scheme)  

[2] lightweight ontology to regroup nodes having the same domain of interest and to 

process queries between nodes, which performs an effective searching according to 

the semantic distribution of nodes into federations and thus their resources. We will 

use a hybrid architecture composed of three layers, which combines the advantages 

offered by the above types of architectures. Clustering, is the most popular technique 

for creation of hybrid overlay networks [3], the main aim of clustering is to keep such 

desirable properties of distributed and centralized architectures [3]. Our approach 

supports a semantic organization of nodes in a hybrid way, and uses semantic to 

handle queries between federations. By the integration of Semantic Web techniques 

and hybrid architecture, this approach speeds up the information query and it 

guaranties the scalability and the flexibility of the system. 

By analogy to the real-world, countries are gathered in federations according to 

their interests. Under one federation, these last countries work on collaboration, share 

their resources to achieve their objectives. We draw inspiration from this to organize 

nodes.  Nodes in the grid environment correspond to countries on the real-world; each 

node has a domain of interest such, mathematics, biology. To construct our 

federations, we need to extract the domain of interest from node, and then a measure 

of semantic similarity is applied to affect the node to its adequate federation. 

The remainder of this paper is organized as follows: Section 2 presents related 

works in this topic. Section 3 provides in a clear manner an explanation of the system, 

the construction of semantic federations based on SKOS and the three layered 

architecture. Section 4 proposes algorithms to explain how query processing is 

semantically performed, the leader is elected and federations are maintained.  

Theoretical performance evaluation is given in Section 5. Conclusion and future 

works are provided in Section 6. 

2 Related Works 

In the literature, it exists many different approaches addressing the problem of 

resource discovery on grid environment; we can classify them on non semantic 

approaches and semantic ones. 

In non semantic approaches we find, centralized techniques like Condor [4], which 

uses a matchmaker with a centre server to match search resources; it has a single point 

of failure and scale poorly. P2P techniques like in [5] organize information nodes into 

an unstructured P2P network and random-walk based methods are used for query 

forwarding. Random-walks are not efficient in response time for a very large system. 

[6] Proposes a hierarchical structure to organize nodes to reduce redundant messages. 

However, the global hierarchy is hard to maintain in a dynamic environment. 

  Semantic techniques are those that use Semantic Web technologies. Semantic 

Web [7] attempts to define the metadata information model for the World Wide Web 
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to aid in information retrieval and aggregation. It improves the effectiveness of 

resource and query representation and the efficiency of searching. [8] Is a P2P 

network for searching Semantic Web metadata. Each peer can make its metadata 

information available as a set of RDF statements. The distributed peers register the 

queries they may be asked through the query service, then queries are sent through the 

network to the subset of peers who have registered with the service to be interested in 

this kind of query. To process queries between nodes, it uses JXTA to broadcast 

queries to a HyperCup topology. Similarly, [9, 10] also use broadcast/flooding to 

search semantic metadata. The P2P broadcast used by these systems makes them very 

difficult to scale to large-scale networks. Our system solves this problem by topology 

adaptation and semantics-based routing. 

Semantic clustering or semantic hybrid approaches have appeared with the idea of 

grouping nodes with similar contents together to facilitate searching. [11, 12] use a 

centralized server or super-peers to cluster nodes. However, the efficient 

communication mechanism between super-peers is absent in these systems. [13] 

Proposes to cluster nodes with similar interest together into communities, without 

discussing how to define the interest similarity among peers and how to form clusters. 

[14, 15] add semantic short-cuts to group nodes. The short-cut approach relies on the 

presence of interest-based locality. Each peer builds a shortcut list of nodes that 

answered previous queries. To find content, a peer first queries the nodes on its 

shortcut list and only if unsuccessful, floods the query. [16] Uses semantic clustering 

to organize the network topology and reduce search space to semantically related 

clusters; instead it uses a complex and costly mechanism to construct clusters, each 

time it needs to add new node to the system.  

3 Overview of the  System 

This section illustrates how to provide efficient construction of federations, and gives 

a detailed explanation of the system architecture. 

3.1    Semantic Federations Construction Based on SKOS OntDD 

As we have mentioned above, the computing grids can create federations in scientific 

domains, such as physics, earth science, mathematics; each federation is formed by a 

collection of nodes with the same domain of interest because we believe that more 

nodes share the same interest, more their resources tend to be similar. A federation is 

managed by a leader and consists of members that serve as workers. Communication 

and collaboration can operate on top of the federations. With federations, grid users 

can easily share resources and knowledge within the federation. 

To create grid federations, we need a classification technique to classify nodes. 

Since each node has a specific domain of interest, Ontology of Domains Description 

OntDD is used to classify grid domain applications in general. This ontology is a 

lightweight ontology; we used SKOS [2] vocabulary, SkosEd editor [17], Skos API 

[18] and Protégé 4 [19] to formalize it. 
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SKOS is used to represent term lists and controlled vocabularies. It provides a 

simple machine-understandable; Technologies such as RDF and OWL [20] are seen 

as key elements for building a Semantic Web. The SKOS model is built in accordance 

with these technologies and has a serialization to the Resource Description 

Framework (RDF). In general, KOS differs significantly from formal ontologies, as 

represented using OWL, as they do not contain detailed intentional descriptions of 

concepts [21] SKOS provides looser semantics than OWL [22]. 

The SKOS model can be used to structure and represent any knowledge that 

contains statements about concepts and the relationships between them. The shared 

features of these KOS are primarily in the form of a lexical resource along with some 

semantic relationships between each resource. The semantic relationships between 

resources are typified by broader, narrower, and related. SKOS provides a data model 

that can be used to express these kinds of relationships between resources and is 

designed to be extensible and modular. Central to SKOS is the core vocabulary 

deemed sufficient to represent most of the common features found in concept 

schemes. A Concept can be considered any unit of cognitive thought. Lexical labels 

allow the association of lexical forms (preferred labels, alternative labels and so on) 

with each concept. Semantic relations capture relationships between concepts, 

including hierarchical broader-narrower relationships and general associative 

relationships [23]. For example, a domain "Biology” is an individual of Skos:Concept 

in this ontology. We refer to individuals in this work by concepts. “Biology” may 

have subbed domains like “Ecology” and “Botany". Each of them is an individual of 

Skos:Concept too. They are related to “Biology” by narrower (more specific) and 

broader (more general) relations. We consider each concept as one federation. 

The following example, demonstrates how the concept “Ecology” is defined using 

SKOS in OntDD, the example is encoding in Turtle [24] notation.  

 

<#Ecology> 

a skos:Concept; 

skos:altLabel “Bionomics”@en, “Environmental 

science”@en; 

skos:broader <#Biology>; 

skos:definition “the branch of biology concerned with 

the relations between organisms and their        

environment.”@en; 

skos:narrower <#Paleoecology>; 

skos:prefLabel “Ecology”@en, “Ecologie”@fr; 

 

We enhance and enrich the semantic meaning of concepts by the creation of 

different alternate label relations to represent its synonyms, and another property 

assertion called associated_term, which represents terms associated to the concept 

other than its synonyms. 

A classification technique will classify each node according to its interest into a 

concept of OntDD; it means it will affect each node to the appropriate federation. We 

believe that if concepts are well defined, the use of a simple measure of similarity will 

be efficient and precise. Concepts in OntDD are already enriched by their semantic 
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synonyms according to their context extracted from Word#et [25]; The Levenshtein 

measure will be used to calculate similarity between the domain of interest of node # 

wishes to join the grid and each federation F of OntDD. The similarity between # and 

F is the max of similarities between # and the set of all labels and associated terms of 

F. The node will be affected to the federation with the high similarity.   

After a classification algorithm has been determined, the system can classify nodes 

and create federations. Fig. 1 shows the system architecture. 

3.2 Layered Architecture based Semantic Federation 

As illustrated in Fig. 1, we propose a hybrid layered architecture in which, each 

federation is structured following leader-workers paradigm to perform data retrieval 

of available resources. 

 

 
 

Fig. 1. The hybrid layered architecture. 

 

From the bottom to the up, we have: 

1. The physical layer:  represents nodes in a real network as unstructured network 
architecture. Edges in this layer represent physical connections. 

2. The federations’ layer: in this layer, we adopt a centralized management, it 

represents the overlay network applied in this work to maintain federations and 

process queries, each federation captures a concept defined in OntDD, and has a 

leader and workers, a leader is a representative of its federation, which is selected 
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among the other nodes, each leader  has  links to all the other leaders, and has links 

to all of its own worker nodes, communication is limited on two sorts, between 

leaders and between a leader and its workers, which reduce the overhead. 

3. The leaders’ layer:  since each concept in OntDD represents one node, which is the 

leader of the federation, leaders can be organized as a hierarchical structure. This 

hierarchy between leaders’ federations is generated by traversing the configured 

properties Skos:narrower and Skos:broader, which are used to express the 

hierarchical relations between concepts in our case federations' leaders. In addition 

with SKOS we could organize federations (which are individuals of Skos:Concept) 

into categories using subclasses of Skos:Concept, we called them 

MajorDomainFederation. A category serves as grouping mechanism for concepts 

(leaders’ federations) of the same inherent category, concepts being instances of 

one of those categories. E.g.: “MajorBiologyFedation” is a category of all 

federations with their domain is one field of Biology. 

This hierarchy organization aids to limit the query search space from the entire grid 

to a federation through a single step and resource location inside the federation in the 

next step. If the federation is unable to respond to the query, it forwards the query to 

its relative hierarchy leaders that may satisfy the query. This forwarding mechanism 

between leaders’ federations achieves high resource discovery efficiency by keeping 

resource discovery scope at the federation leader level. 

4 Algorithms for the System 

In this section, we will present the algorithmic details of this system. We will discuss 

in detail how federations are maintained in terms of add and remove nodes. How a 

leader is elected and how queries are handled. 

4.1 +odes Joining and Leaving 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Algorithm 1 Join (#, X): Node # joins the Grid through node X   

                                       

 If X.isleader = true then  

         Calculate the similarity between # and concepts of OntDD; 

         Assign it to its appropriate federation; 

      If # ∈ this-fedration then  

          Update (addition) knowledge base of resources; 

      Else 

        If # ∈ other-federation then 

           Send a message to its leader’s federation; 

        Else /* there is no adequate match*/ 

           # creates a new federation with itself as leader; 

        End if 

      End if 

   Else /* X is not a leader*/ 

          Transfer a subscribe message to the leader; 

End if 
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When a node joins the network, it connects to any existing node in the network by 

sending a subscribe message, if this last node is not a leader, it transfers the request to 

its leader. The leader calculates the similarity between a domain of interest of node 

and concepts of OntDD, and then assigns it to the appropriate federation following the 

Algorithm 1. 

To leave the grid, the node just sends a message of unsubscribing to its leader. If 

the leader wants to leave, a replacement of a leader occurs by selecting a new leader 

to preserve the federation’s knowledge, and then the leader can unsubscribe. 

4.2    The Process of Leader’s Election 

A good resource discovery mechanism based on leader-workers should be able to 

select the best node to be a leader, to periodically check if the actual leader is the most 

pertinent and to prevent leader failure to make the mechanism fault-tolerant. It should 

have the ability to detect the failure and to replace dynamically a failed leader. It 

exists several works on the leader election problem. [26] Proposed an election method 

where each node is assigned a unique steady ID and the node with the highest ID wins 

the election. The stability of ID even if the resources’ node changes may render the 

current leader performances less than existing nodes.  [27] Used a voting based 

system, where each node casts a vote for which node it prefers for the leader role. In 

such a system, a mechanism for determining when the election begins and ends must 

be designed, since distributed election algorithms depend on a clearly defined 

exchange of information between nodes in order for each node to unanimously agree 

on the new leader [28, 29]. [30] Used a distributed mechanism of election where all 

nodes should agree on the future leader, it doesn’t handle the case when a leader node 

was failed, and it uses gossip messages to elect a leader and to inform all the other 

leader’s groups about a new leader in order to update their information. This method 

is very expensive.  

These mechanisms may generate a lot of traffic, particularly if the elections need to 

be restarted due to corrupted packets of intermittent network failures. A central leader 

election algorithm [31] is more striking to distributed leader election, since the leader 

choice is performed by a single node. In our approach, we will adopt this mechanism. 

Previous to describe the election method used in this work, we first define 

functions associated to each leader. It is important to denote that the hierarchical 

structure of leaders doesn’t imply any hierarchy in their functions; on the contrary, 

each leader has to accomplish the following tasks: 

1. It receives and publishes resource information periodically of and to its workers; 

2. It receives, sends and formulates query messages; 

3. It manages the OntDD, it receives messages from new nodes wish to enter the grid, 

and affects them to the appropriate federation.  

4. It designates the future leader and safeties nodes by the periodic execution of the 

algorithm of leader election.   

The election of leaders takes place periodically to check if the current leader is the 

most suitable. At the first time, the node that triggered the creation of the federation 

will be a leader of this federation. Later, each node in the federation can participate to 
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this process; it has to calculate its proper reputation score. Every time the process is 

started nodes send their reputation score to the leader. This last selects the three nodes 

with the highest scores. The leading will be the new leader, and the others will 

become the safeties' nodes, then it informs the whole federation about them. Safety 

nodes act as workers. They are introduced to be as a secure in case where the actual 

leader was failed or want to leave. This mechanism avoids performance degradation 

and federation dissolution if a leader fails, because the whole system has already 

prepared its future leaders, which makes the system fault tolerant. The leader sends 

copies of information to safety nodes every time it makes an update. Once the failure 

of a leader is detected, a safety node with the high reputation score will be a new 

leader. The reputation score is calculated based on nodes' characteristics such as 

stability (it means that node doesn’t leave or fail frequently) and the interne 

characteristics like CPU speed, RAM and HDD sizes, and bandwidth. 

To overcome the problem of communication overhead between leader’s 

federations each time a new leader is elected. We give for each federation, 

independently on the real address of its leader, a virtual static address, using another 

asserted property into OntDD to assign to federations their virtual addresses. The 

leader then must associate its own address to the virtual one of its federation. The 

virtual address is stable, if a new leader is elected; all it has to do is to assign its 

proper address to the virtual one of the federation, without needing to communicate 

and to publish it to the other leaders, for them the address of the leader federation is 

not modified, even if the leader was changed. 

4.3     Semantic Query Processing Mechanism 

The mechanism used in this work, uses OntDD to semantically propagate the query 

between semantic related federations. It decides where the query must be sent in the 

next step using the different semantic relationships seen in Section 3. This mechanism 

divides the space of query search on three spaces. It limits the query search space 

from the entire grid to these three spaces.  

1. Space 1: it represents the federation itself, the leader and its workers. In this space 

the leader supports the search of resources in respond of the query in its knowledge 

base.  

2. Space 2: it represents federations inside the MajorDomainFederation. Where 

federations are related by hierarchical relationships narrower/broader and they are 

members of the same MajorDomainFederation. These federations are likely 

capable to respond to query since they have close domains of interest as the leader 

who sent the query.  

3. Space 3: it represents federations related to the actual federation by the associative 

relationship Skos:related. In SKOS, an associative link between two concepts 

indicates that the two are inherently related, but that one is not in any way more 

general than the other.eg. “Business” is related to “Statistics”. “Biology” is related 

to “Medicine” and “Business”. These federations are possibly capable to respond 

to the query because their domains of interest are related to the leader who sent the 

query.  
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These three layers of search spaces achieve high resource discovery efficiency by 

keeping resource discovery scope at the federation layer and its related leaders, and 

reduce the network traffic and the number of messages compared to the query 

flooding, or random-walk.  A query request is submitted to a leader node from one of 

its workers or another leader node.  The leader follows two behaviors depending on 

the source of the request, with its workers it tries to find in its federation a worker 

node able to satisfy the query based on the leader’s knowledge. If such a worker is not 

available, the leader sends the query to leaders’ federations in its 

MajorDomainFederation, which they are likely to satisfy the query. If it doesn’t 

receive any response after a while, it forwards the query to its related leaders’ 

federations as the last resort. If a leader is solicited, it tries to find workers that 

respond to the request; otherwise it ignores the query. This strategy of semantic query 

processing reduces the search time and decreases the network traffic by minimizing 

the number of messages circulating among nodes and federations. Algorithm 2, 

resumes this strategy. 

Algorithm 2 Handle_Query (Q): Q is sent to leader L from   node n 

   

If n.isWorker = false then  

      Find node(s) # in the federation that satisfy Q; 

      If # ≠ φ then  

        The search is succeeded; send a response to a requester; 

      End if  

    Else /* n is one worker of L*/   

      Find node(s) # in the federation that satisfy Q; 

      If # ≠ φ then  

         The search is succeeded; send a response to a requester;  

      Else /* no node was found*/  

         Forward the query, direct Q to leaders’ in MajorDomainFederation; 

         Wait responses for a time T;       

         If T=0 and no response then 

              Forward the query, direct Q to the related leaders’;  

              Wait responses for a time T’;   

              If T’=0 and no response then 

                 The search is failed; 

              Else /*one or more related leader could satisfy the query*/ 

                 The search is succeeded; send a response to a requester; 

              End if 

          Else /*one or more leader from the MajorDomainFederation could satisfy the  

                   query */ 

                The search is succeeded; send a response to a requester;         

           End if 

     End if 

End if 
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5 Performance Evaluation 

In this section, we present a theoretical study to evaluate the performance efficiency 
and scalability of our algorithm of query processing. With semantic federations' 
topology, resource discovery can be efficiently performed. In most cases, a resource 
can be located, within querying nodes with the same domain, and semantically related 
nodes that are within the neighborhood of the querying node in terms of related 
federations and MojorDomainFederation. 

 Supposing the number of grid nodes is # and the resource searched is r. We divide 

the whole grid according to our algorithm into M federations, K 

MajorDomainFederations, each MajorDomainFederation has P federations, L nodes 

per federation, Q related federations (if they exist) for each federation, and R 

messages as responses on queries if they exist.  

We evaluate the performance of our algorithm by comparisons with flooding based 

algorithm, [32], Random walk and [33]. We evaluate these algorithms by estimating 

the number of messages propagated in the network, and the number of hops needed to 

find a resource during one cycle of searching, and we discuss the theoretical 

efficiency of each one. 

With flooding-based, node X that searches for a resource r checks its resource list, 

and if the resource is not found there, X contacts all its neighbors. In turn, X’s 

neighbors check their resource lists and if the resource is not found locally, they 

propagate the search message to all their neighbors. The method ends when either the 

resource is found or a TTL is expired, in this case, the number of messages increases 

exponentially to the number of nodes. The number of hops is estimated as T>>#, thus 

it is not scalable. 

With randomize walk strategy in pure P2P model, the number of nodes visited 

during the searching process is log�#�, the number of hops is O(log(#)), so a good 

performance is expected; However, this kind of algorithm is slow and no guarantee of 

actually finding the resource even if it exists, thus not efficient. 

For [32], it uses a super-peer topology. 

1. Best case: one hop with one message. The resource is inside the      requested 

cluster. 

2. Average case: 1+ O (log (P)) hops, as it uses a random walk for searching. The 

number of messages is logarithmic in the number of clusters P in the super cluster 

called Resource Classified Space, P corresponds to the number federations per 

MajorDomainFederation in our case.  

3. Worst case: 1+ O (log (K)) + O (log (P)) hops. In this stage, it uses a random walk   

and chord algorithms for searching. The number of messages is logarithmic in the 

number of clusters P in the super cluster, and the number of nodes K in the routing 

table of entry nodes, K corresponds to the number MajorDomainFederation in our 

case.                                

For [33], it uses a super-peer topology; it organizes nodes into groups with a leader-

worker approach using KNN algorithm. 

1. Best case: one hop with one message. The resource is inside the requested group. 
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2. Worst case: two hops with 1+M+R messages. It forwards the query to all the other 

groups in the grid. M is the number of groups in the grid; it corresponds to the 

number of federations in our approach. 

Our strategy divides the space of search on three; this will conduct us to these 

situations:  

1. Best case: one hop with one message. The resource is inside the requested 

federation. 

2. Average case: two hops with 1+P+R messages. The resource is inside the 

MajorDomainFederation. 

3. Worst case: three hops with 1+P+Q+R messages. The resource is in the related 

federations. 

By comparing the estimated performance efficiency (number of messages and 

hops) of several algorithms, we could assume that our algorithm theoretically 

outperforms the flooding-based algorithm, randomize walk algorithm and algorithms 

presented in [32] and [33]. 

6 Conclusion and Future Works 

As more and more the scale of grid growing, there is a convincing need to find an 

effective and efficient way to organize nodes in order to facilitate the discovering and 

the querying of resources of these nodes. In this paper, we have presented a novel 

semantic approach of regrouping nodes into federations using SKOS ontology, to 

construct a three layered architecture. As shown, the propagation of queries in this 

architecture is scalable since the space of querying is diminished from the entire grid 

to a smaller range consisting of three semantically related spaces in the worst case, 

which decreases the cost of resources searching. In addition, this architecture is 

helpful to enlarge the scale of grid, since it is based on OntDD ontology, which is 

flexible by nature. We have discussed the problem of leader election, and proposed an 

efficient process that rendered our system more scalable and fault tolerant. 

However, this work is limited to theoretical discussion; the study to evaluate the 

performance of our algorithm in practice is our future work.  
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Optimization of problem Min-Max

Samira Tichefatine , Mohamed Aidene

Department of Mathematics, Faculty of Sciences, University Mouloud Mammeri,
Tizi-Ouzou, Alegria.

Abstract. A problems of optimization for linear end nonlinear func-
tions have many practical applications, particularly in automatics, in
signal theory where we try to minimize the output error signal.
This paper presents a primal and dual methods for the resolution of
minimax problems of functions in absolute value[1,4]. The methods pre-
sented are based on the concepts and operations of the adaptive method
of linear programming[1,2]. To improve the dual method we use a new
concepts ”coordinator Support” and ”long dual step”[1]. The results are
illustrated with an example.

keywords : Minimax problems, Adaptive method, coordinator Support, subop-
timality.

1 Introduction :

Minimax ( L∞ norm ) is known as one of the principles of optimal parameter
estimation. The first parameter estimation procedure based on L∞ norm was
proposed by laplace in 1786 [4,5]. Later L∞ norm approximation problems have
been a topic of research in various applications of mathematics. The traditional
approach to solve linear minimax problems is to formulate an equivalent linear
programming problem and to solve it by structure exploiting modifications of
primal or dual simplex method. The aim of the paper is to realize the adaptive
method ( Method devloped by R.Gabasov and F.M.Kirillova ) originated from
an appreach to the solution of linear programming problems, which based on
the concept of the support matrix [1]. The characteristic of this method is the
fact that it allows the starting of the iteration from an interior point and allows
to obtain an ε-optimal solution with a precision ε ≥ 0 chosen in advance.

2 Statement of the problem

We Consider the following Min-Max problem :

f(x) = max
l∈L
|ct

lx + dl| → min ,

Ax = b , (1)
d∗ ≤ x ≤ d∗ ,
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where A = A(I, J) =
(

at
i

i ∈ I

)
=

(
aij , j ∈ J

i ∈ I

)
is an m× n-matrix with

rangA = m ≤ n ; b = b(I) ∈ IRm ; x = x(J), d∗ = d∗(J) , d∗ = d∗(J) ∈ IRn ;

cl(J) ∈ IRn, dl ∈ IR, l ∈ L ; I = {1, 2, ...,m}, J = {1, 2, ..., n}, L = {1, 2, ..., l∗}.

The corresponding linear programming problem has the form :

x0 → min ,

−x0 ≤ ct
lx + dl ≤ x0 , l ∈ L ; (2)

at
ix = bi , i ∈ I ;

d∗ ≤ x ≤ d∗ .

with x0 = f(x) .

3 support

-Let Jsup be an arbitrary subset of J and Jsup = {Jsup} ∪ {0} , Jn = J\Jsup.
-Let Lsup be an arbitrary subset of L with |Lsup|+|I| = |Jsup|+1 , Ln = L\Lsup.
-Partition Lsup into two subsets L+

sup and L−sup with Lsup = L+
sup ∪ L−sup and

L+
sup ∩ L−sup = ∅ .

-Let be e(L) = (el = 1, l ∈ L) .

Now we compose the matrix Bsup = B(Lsup ∪ I, Jsup) :

Bsup =




e(L−sup) ct
l(Jsup),

−e(L+
sup) l ∈ Lsup

0(I) at
i(Jsup) ,
i ∈ I


 .

Construct the vector of multipliers u(L) = (u(Lsup), u(Ln)) , π(I) :

(u(Lsup) , π(I)) = ct
0(Jsup)B−1

sup , u(Ln) = 0 , c0 = ( c00 = −1 , c0j = 0 , j ∈ Jsup ) ,

and reduced cost E(J) :

Ej = ut(Lsup)c(Lsup, j) + πt(I)A(I, j) , j ∈ Jn ,

by construction , we have :

Ej = 0 , j ∈ Jsup.
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Definitions :

-Any vector x that satisfies the constraints Ax = b and d∗ ≤ x ≤ d∗ of
problem (1) is called a feasible solution .

-A pair ksup = {Lsup, Jsup} is called a support of problem (1) if |Bsup| 6= 0
and the following inequalities are true for the multipliers :

u(L−sup) ≤ 0 , u(l+sup) ≥ 0 .

-A pair {x, Ksup} of a feasible solution x of problem (1) and support Ksup is
called a support feasible solution .

-A support feasible solution {x, Ksup} is called primal nondegenerate if :

d∗j < xj < d∗j , j ∈ Jsup ;
|ct

lx + dl| < f(x) , l ∈ Ln .

-A support Ksup is said to be coordinated with a feasible solution x if :

L+
sup ⊆ L+(x) = {l ∈ L : ct

lx + dl = f(x)} ;
L−sup ⊆ L−(x) = {l ∈ L : ct

lx + dl = −f(x)}.

4 Increment of performance index

Let x be a nondegenerate feasible solution of problem (1), Ksup be a support
coordinated with x and x = x +4x another feasible solution of problem (1).

At point x we have :




ct
lx− x0 = wl − dl , l ∈ L+

sup

ct
lx + x0 = wl − dl , l ∈ L−sup

at
ix = wi + bi , i ∈ I ,

(3)

Analogous relations hold at point x :




ct
lx− x0 = wl − dl , l ∈ L+

sup

ct
lx + x0 = wl − dl , l ∈ L−sup

at
ix = wi + bi , i ∈ I ,

(4)

for the residuals w = (w(Lsup), w(I)) , w = (w(Lsup), w(I)) with :
(w(Lsup), w(I)) = (w(Lsup), w(I)) + (4w(Lsup),4w(I)) ,
w(I) = w(I) = 4w(I) = 0I .
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The difference between formulas (3) and (4) gives :




ct
l4x−4x0 = 4wl , l ∈ L+

sup

ct
l4x +4x0 = 4wl , l ∈ L−sup

at
i4x = 4wi , i ∈ I .

Then we have :




4x0 + c[l, Jsup]4x(Jsup) = −c[l, Jn]4x(Jn) +4wl , l ∈ L−sup

−4x0 + c[l, Jsup]4x(Jsup) = −c[l, Jn]4x(Jn) +4wl , l ∈ L+
sup

A[i, Jsup]4x(Jsup) = −A[i, Jn]4x(Jn) +4wi , i ∈ I .

By developing the last equations, we obtain :
(
4x0

4x(Jsup)

)
= −B−1

sup

((
c[Lsup, Jn]
A[I, Jn]

)
4x(Jn)−

(
4w(Lsup)
4w(I)

))
,

thus, we obtain :
(
4x0

4x(Jsup)

)
= −B−1

sup

((
c[Lsup, Jn]
A[I, Jn]

)
4x(Jn)−

(
4w(Lsup)
0(I)

))
, (5)

for all 4x(Jn) and 4w(Lsup) .

The increment of the cost function of problem (1) is given by :

4x0 =
∑

j∈Jn

Ej4xj −
∑

l∈Lsup

ul4wl. (6)

The maximum of the functional −4f(x) = −[f(x+4x)− f(x)] = −4x0 under
the constraints :





d∗j − xj ≤ 4xj ≤ d∗j − xj , j ∈ Jn ;
4wl ≤ −wl , l ∈ L+

sup ;
4wl ≥ −wl , l ∈ L−sup ,

(7)

is reached for :

4xj =





d∗j − xj , Ej > 0 ,
d∗j − xj , Ej < 0 ,
0 , Ej = 0 , j ∈ Jn,

; 4wl =
{
−wl , l ∈ L+

sup ;
−wl , l ∈ L−sup , (8)
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and is equal to :

β(x,Ksup) =
∑

Ej>0,j∈Jn

Ej(xj − d∗j) +
∑

Ej<0,j∈Jn

Ej(xj − d∗j )

+
∑

l∈L+
sup

ul(f(x)−ct
lx−dl)+

∑

l∈L−sup

ul(−f(x)−ct
lx−dl), (9)

called a suboptimality estimate of the support feasible solution {x, Ksup} .

Thus, there is always the inequality :

f(x)− f(x) ≤ β(x,Ksup) , ∀ x . (10)

From this inequality, we deduce the following optimality criterion.

5 Optimality criterion.

5.1 Theorem [1]

Let x be a feasible solution of problem (1), Ksup be a support coordinated with
x such that the relations :





xj = d∗j , si Ej > 0 ;
xj = d∗j , si Ej < 0 ;
d∗j ≤ xj ≤ d∗j , si Ej = 0 , j ∈ Jn,

(11)

are sufficient and in the case of nondegeneracy they are necessary for the
optimality of the support feasible solution {x,Ksup} .

6 Dual problem

The dual problem to (1) has the form :

φ(λ) = dtγ − bty + dt
∗v − d∗tw → max ,

ctγ + Aty − v + w = 0 ,

y = y1 − y2 , y1 ≥ 0 , y2 ≥ 0 , (12)

v ≥ 0 , w ≥ 0 ,
∑

l∈L

|γl| = 1 ,

where c =
(

ct
l(J),

l ∈ L

)
.

A triaple λ = (γ = u(L), y = π(I), y1, y2, v, w) constructed with support Ksup

of problem (1) and satisfies the relations :




γ(L) = u(L) ;
vj = Ej , wj = 0 , si Ej ≥ 0 ,
vj = 0 , wj = −Ej , si Ej < 0 , j ∈ J ;
y1i = yi , y2i = 0 , si yi ≥ 0 ,
y1i = 0 , y2i = −yi , si yi ≤ 0 , i ∈ I .

(13)
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is a dual feasible solution of problem (12) .

Using relations (12), function (9) will be :
β(x,Ksup) =

∑
Ej>0,j∈Jn

Ej(xj − d∗j) +
∑

Ej<0,j∈Jn
Ej(xj − d∗j )

+
∑

l∈L+
sup

ul(f(x)− ct
lx− dl) +

∑
l∈L−sup

ul(−f(x)− ct
lx− dl)

= Etx− vtd∗ + wtd∗ + f(x)− Etx− utd

= f(x)− utd− vtd∗ + wtd∗

= f(x)− φ(λ)

= f(x)− f(x0) + φ(λ0)− φ(λ)

= β(x) + β(Ksup) ,

where λ0 : is an optimal dual feasible solution corresponds to the optimal primal
x0 of problem (1) ,

β(x) = f(x)− f(x0) : is the measure of nonoptimality of a feasible solution x ,

β(Ksup) = φ(λ0)− φ(λ) : is the measure of nonoptimality of a support Ksup .

As
β(x,Ksup) = β(x) + β(Ksup) , (14)

then we deduce the suboptimality criterion that we present thereafter :

7 Suboptimality criterion

7.1 Theorem [1]

For any ε ≥ 0 a feasible solution x of problem (1) is ε-optimal if and only if
there exists a support Ksup such that the suboptimality estimate β(x,Ksup) of
the support feasible solution {x,Ksup} satisfies the inequality :

β(x,Ksup) ≤ ε.

7.2 Corollary :

A feasible solution x is optimal in problem (1) if and only if there exists a sup-
port Ksup such that the suboptimality estimate of the support feasible solution
{x,Ksup} is equal to zero :

β(x, Ksup) = 0 . (15)
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7.3 Remark :

Equality (15) is true if and only if relations (11) hold and the support Ksup is
coordinated with x .
Let us describe an iterative method for solving problem (1). The method starts
from a support feasible solution {x, Ksup} with a support coordinated with x .

8 Iteration of the adaptive method

It follows from (14) that the suboptimality estimate can be decreased, first, by
decrease of the measure of the feasible solution x nonoptimality by changing x
and, second, by decrease of the measure of the support Ksup nonoptimality by
changing Ksup .

8.1 Changing x ( x −→ x )

The first procedure starts with the constructing of a pseudosolution accompa-
nying the support Ksup by the following rules :

κj =
{

d∗j if Ej ≥ 0 ,
d∗j if Ej < 0 , j ∈ Jn ;

(
κ0

κ(Jsup)

)
= −B−1

sup

((
c(Lsup, Jn)
A(I, Jn)

)
x(Jn) +

(
d(Lsup)
−b(I)

))
(16)

a/ If the relations :

d∗j ≤ κj ≤ d∗j , j ∈ Jsup ;

|ct
lκ + dl| ≤ κ0 , l ∈ Ln ; (17)

κ0 ≥ 0 if Ln = Ø ,

are true then κ is optimal and f(κ) = κ0 .

b/ If relations (17) are violated then we constuct the direction q ∈ IRn by:

q = κ− x . (18)

Therefore, according to the principle of decreasing nonoptimality estimate , we
construct a new feasible solution by the formula :

x = x + θq ,

where the steplength θ = min{1, θj0 , θf} is the greatest step :
. 1 is the step allowed by the nonsupport constraints .
. θj0 is the step allowed by the support constraints .
. θf is the step defined by the constraints derived from the cost function of prob-
lem (1).
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The various steps are obtained by the following formulas :

.θj0 = min θj , j ∈ Jsup ; θj =





(d∗j − xj)/qj if qj < 0 ,
(d∗j − xj)/qj if qj > 0 ,
∞ if qj = 0 , j ∈ Jsup .

.θf = min{θ0, θl0} ; θ0 = f(x)/B(x, Ksup) , θl0 = min{θ+
l , θ−l } , l ∈ Ln; (19)

θ+
l =

{
(−ct

lx− dl + x0)/(ct
lq + B(x,Ksup)) if ct

lq + B(x, ksup) > 0 ;
∞ else , l ∈ Ln .

θ−l =
{

(−ct
lx− dl − x0)/(ct

lq −B(x,Ksup)) if ct
lq −B(x,Ksup) < 0 ,

∞ else , l ∈ Ln .

The suboptimality estimate of the support feasible solution {x,Ksup}is equal to:

β(x,Ksup) =
∑

j∈Jn,Ej>0

Ej(xj − d∗j) +
∑

j∈Jn,Ej<0

(xj − d∗j )−
∑

l∈Lsup

ulwl

= β(x, Ksup) + θ
∑

j∈Jn

Ejqj

= (1− θ)β(x, Ksup).

If the support feasible solution {x, Ksup} is primal nondegenerate , then θ > 0
consequently :

β(x,Ksup) < β(x,Ksup).

We calculate θ , we have the various following cases :

.First case : θ = θ0 , then x = x + θq is optimal and f(x) = 0 or

x = x + θq is ε-optimal with f(x) ≤ ε .

.Second case : θ = 1 , then x = κ is optimal .

.Third case : (1 − θ)β(x, Ksup) > ε , then we perform the change of the
support.

8.2 Changing Ksup ( Ksup −→ Ksup )

The change of support Ksup −→ Ksup involves the change of the dual feasible
solution λ −→ λ , i.e: {

u(L) = u(L) + σ0t(L) ;
E(J) = E(J) + σ0t(J) ,

where the vector t(J, L) is the direction of the dual cost function increase and
σ0 is the greatest step along this direction .
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This change of the support is achieved according to the value of θ . Hence there
are two cases :

a/ θ = θj0 , j0 ∈ Jsup :

Calculate :

µ∗ =
{

d∗j0 − κj0 if κj0 < d∗j0 ;
d∗j0 − κj0 if κj0 > d∗j0 ,

(20)

and assume : 



tj0 = signµ∗ ;
t(Jsup\j0) = 0 ;
t(Ln) = 0 ,

(21.1)

And from the admissibility of u , E we obtain :
{

(t(Lsup), t(Lsup)) = (0, t(Jsup))tB−1
sup ;

tt(Jn) = tt(Lsup)c(Lsup, Jn) + tt(I)A(I, Jn) .
(21.2)

We calculate the steps σj , j ∈ Jn ; σk , k ∈ Lsup :

σj =




−Ej/tj for Ejtj < 0 ;
0 for Ej = 0, tj > 0, κj 6= d∗j or Ej = 0, tj < 0, κj 6= d∗j ;
∞ in other cases , j ∈ jn.

(22.1)

σk =




−uk/tk for tk < 0 , k ∈ L+

sup ;
−uk/tk for tk > 0 , k ∈ L−sup ;
∞ in other cases , k ∈ Lsup .

(22.2)

Put the finite values σj , j ∈ Jn ; σk , k ∈ Lsup in to nondecreasing order :

σj1 ≤ σj2 ≤ . . . ≤ σjp
, jk ∈ {Jn ∪ Lsup} .

For each jk , we calculate the jump of the dual objective function :

4µk = −|tjk
|(d∗jk

− d∗jk
) .

The dual cost function behaves along the direction t as a concave continuous
piecewise-linear function . Its slope in the interval [σk, σk+1] is equal to :

{
µk = µk−1 − |tjk

|(d∗jk
− d∗jk

) , k = 1, ..., p ;
µ0 = |µ∗| , (23)

where p ≤ p is a number such that :




p = p if jk ∈ Jn , ∀i = 1, p ;
or
p < p if jp+1 ∈ Lsup .

Remark : µ0 is the initial speed of change of the dual cost function .
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We move along the direction t until the dual cost function is increasing ( the
principle of full relaxation ).

1- If µp > 0 , then p < p . Assume σ0 = σjp+1
, s0 = jp+1 , s = p + 1 .

2- If µp ≤ 0 , then we find an index ν , 0 < ν ≤ p such that : µν−1 > 0 and
µν ≤ 0 . Assume σ0 = σν , s0 = jν , s = ν .

Therefore we construct the reduced costs and the multipliers :
{

E(J) = E(J) + σ0t(J) ;
u(L) = u(L) + σ0t(L) .

(24)

using the new support Ksup = {Jsup, Lsup} : Jsup = {0} ∪ Jsup ,
{

Jsup = Jsup\j0,
Lsup = Lsup\s0, if s0 ∈ Lsup ,

,

{
Jsup = (Jsup\j0) ∪ s0,
Lsup = Lsup, if s0 ∈ Jn .

b/ θ = θl0 , l0 ∈ Ln :

Calculate :

µ∗ =
{−κ0 + ct

l0
κ + dl0 , if θl0 = θ+

l0
;

κ0 + ct
l0

κ + dl0 , if θl0 = θ−l0 ,
(25)

and assume : 



tl0 = signµ∗;
t(Ln\l0) = 0;
t(Jsup) = 0,

(26.1)

and from the admissibility of u , E we obtain :
{

(t(Lsup), t(I)) = (1,−tl0c
t
l0

(Jsup))A−1
sup ,

tt(Jn) = tt(Lsup)c(Lsup, Jn) + tl0c
t
l0

(Jn) + ttA(I, Jn) .
(26.2)

We apply the same method used of (a) in order to find the index s0 and the step
σ0.

Therefore we construct the reduced costs and the multipliers : E(J) , u(L)
defined by the formula (24) using the new support Ksup = {Jsup, Lsup} :
Jsup = Jsup ∪ {0} ,
{

Jsup = Jsup,
Lsup = (Lsup\s0) ∪ l0, if s0 ∈ Lsup ,

{
Jsup = Jsup ∪ s0,
Lsup = Lsup ∪ l0, if s0 ∈ Jn ,

such that : {
l0 ∈ L+

sup if θl0 = θ+
l0

;
l0 ∈ L−sup if θl0 = θ−l0 .

By construction, the new support is coordinated with the feasible solution x.
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The suboptimality estimate of the new support feasible solution {x,Ksup} is
equal to :

β(x, Ksup) = (1− θ)β(x,Ksup)−
s−1∑

k=0

µk(σjk+1 − σjk
) , σj0 = 0 .

9 Numerical Example

max( |2x1 − 3x2 + x3| , |x1 + 4x2 − x3 − 1| , |x1 − x2 − x3 + 3| ) → min ,

(
2 −1 3
−1 4 1/2

) 


x1

x2

x3


 =

(
1
2

)
(1)

−1 ≤ x1 ≤ 3 , −1 ≤ x2 ≤ 1 , −1 ≤ x3 ≤ 1 .

9.1 First iteration :

x = (6/7, 5/7, 0) is a feasible solution of problem (1) and Ksup = {Jsup, I, Lsup}
is the support coordinated with x such that : Jsup = Jsup ∪ {0} , Jsup = {1, 2},
I = {1, 2} , Lsup = {3} = L+

sup .
{x,Ksup} is a support feasible solution nondegenerate .
β(x,Ksup) = 31/14 > ε , Then the support feasible solution {x, Ksup} is not
optimal.

9.1.1 Changing of feasible solution : x −→ x = x + θq
q = (−25/14,−4/7, 1) ; θ = 41/51 = θ−2 , 2 ∈ Ln.
Then x = (−59/102, 13/51, 41/51) and {x,Ksup} is not optimal.

9.1.2 Changing of support : Ksup −→ Ksup

σ0 = 31/102 = σ3 , 3 ∈ Jn . Then the new support is Ksup = {Jsup, Lsup} such
that Jsup = Jsup ∪ {0} , Jsup = {1, 2, 3} ; I = {1, 2} ; Lsup = {2, 3} , 2 ∈ L−sup

and 3 ∈ L+
sup .

β(x, Ksup) = 0 , then the support feasible solution {x,Ksup} is optimal , with :
x0 = x = (−59/102, 13/51, 41/51) and x0

0 = f(x0) = 139/102 .

10 Conclusion :

In the paper we have used the principles of the adaptive method, at the same
time specific features of minimax problems have been taken into consideration.
After giving some definitions, we have constructed the support, then calculated
the increment of the objective functional. Optimality and suboptimality criteria
have been formulated to describe the iteration of the adaptive method. This
method is based on two procedures. One is the change of the feasible solution,
the other is the coordinator support. The results are illustrated with a numerical
example.

252



References

1. R.Gabasov, F.M.Kirillova and E.A.Kostina. ”Adaptive methods for solving minimax
problems”. Received 28 May 1997; In final from 21 December 1999.

2. R.Gabasov, F.M.Kirillova, E.A.Kostyukova and V.M.Raketsky. ”Constructive meth-
ods of optimization”. Volume 4: Convex problms. University Prees, Minsk, 1987.

3. E.A.kostina. ”Algorithms of solving nonsmooth problems of minimax-type”.
Ph.D.Dissertation. Minsk(in Russian). 1990.

4. N.Z.Shor. ”Minimization methods for nondifferentiable functions”. Springer-verlag,
Berlin 1985.

5. G.A.Watson. ”Approximation theory and numerical methods”. Wiley, New york.
1980.

This article was processed using the LATEX macro package with LLNCS style

253



On the dominator colorings in trees
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Abstract. In a graph G, a vertex is said to dominate itself and all its neighbors. A
dominating set of a graph G is a subset of vertices that dominates every vertex of G: The
domination number (G) is the minimum cardinality of a dominating set of G. A dominator
coloring is a coloring of the vertices of a graph such that every vertex is either alone in its
color class or adjacent to all vertices of at least one other class. The dominator chromatic
number �d(G) is the minimum number of color classes in a dominator coloring of G. Gera
showed that every nontrivial tree T satis�es (T ) + 1 � �d(T ) � (T ) + 2: In this note we
characterize nontrivial trees T attaining each bound.

Keywords: Dominator coloring, domination, trees.
AMS subject classi�cation: 05C15, 05C69

1 Introduction

Let G = (V;E) be a simple graph. A vertex in a graph G is said to dominate every
vertex adjacent to it. A set D of vertices in G is a dominating set if every vertex not in
D is adjacent to at least one vertex in D. The domination number (G) is the minimum
cardinality among the dominating sets of G.

A proper coloring of a graph G = (V;E) is a function from the vertices of the graph to a
set of colors such that any two adjacent vertices have di¤erent colors. A dominator coloring
of a graph G is a proper coloring such that every vertex of V dominates all vertices of at
least one color class (possibly its own class). The dominator chromatic number �d(G) is
the minimum number of color classes in a dominator coloring of G. A dominator coloring
of G with �d(G) colors will be called �d(G)-DC. The concept of dominator coloring was
introduced by Gera, Horton and Rasmussen [4] and studied further in [2, 3], and recently
in [1].

It is shown in [2, 3] that for every nontrivial tree T; (T ) + 1 � �d(T ) � (T ) + 2;
however computing the exact value of the dominator coloring number of a tree remains an
open problem. Our aim in this note is to characterize all nontrivial trees T attaining each
bound. To this end we will focus only on trees T with �d(T ) = (T ) + 1:
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Let us introduce some notations and de�nitions. The open neighborhood N(v) of a vertex
v consists of the vertices adjacent to v; and N [v] = N(v) [ fvg is the closed neighborhood.
For a vertex set S � V (G), N(S) = [v2SN(v) and N [S] = [v2SN [v]. A leaf of a graph
G is a vertex of degree 1, and its neighbor is called a stem. For a set S � V; the private
neighborhood pn(v; S) of v 2 S is de�ned by pn(v; S) = N [v] � N [S � fvg]. If D is a
minimum dominating set of G; then let DI = fv 2 D : pn(v;D) = fvgg and DR = D�DI :
Let V1; V2; : : : ; V�d(G) be the color classes of a dominator coloring of V . We denote by
CP the set of color classes containing a single vertex, by CS the set of dominated color
classes containing at least two vertices and by CG the set of color classes containing at
least two vertices and dominated by no vertex of V: Clearly CP ; CS ; CG are disjoint sets
and CG [ CP [ CS = fV1; V2; : : : ; V�d(G)g: A vertex of V is called solitary if it belongs to
color class of size one. Let A be the set of all solitary vertices and B the set of all vertices
belonging to color classes in CG. Clearly jCP j = jAj :We denote by xS a vertex dominating
the color class S and let DS = fxS 2 V : S 2 CSg: Recall that a subset of vertices S � V
is independent if no edge of G has its two endvertices in S.

We shall prove:

Theorem 1 Let T be a nontrivial tree. Then �d(T ) = (T ) + 1 if and only if T admits a
minimum dominating set D = DI [DR such that V (T )� (DR [N [DI ]) is an independent
set.

2 Proof of Theorem 1

We begin by the following straightforward observation.

Observation 2 Let T be a nontrivial tree. Then for every �d(T )-DC of T , either each
stem is solitary or it is adjacent to exactly one leaf and that leaf is solitary.

Lemma 3 Every tree T of order at least three admits a dominator coloring with �d(T )
colors such that all leaves of T have the same color.

Proof. Consider a dominator coloring of T with �d(T ) colors such every stem is solitary.
Such a dominator coloring exists for otherwise if some stem u is not solitary, then by
Observation 2 its leaf neighbor would be solitary but then we can swap the colors between
the two vertices. Now clearly all leaves can be colored by the same color. 2

Lemma 4 For every �d(T )-DC of a tree T; every color class S 2 CS is dominated by
exactly one vertex. In that case we have jCS j = jDSj :

Proof. Consider a dominator coloring of T with �d(T ) colors and suppose that a color
class S 2 CS is dominated by two vertices xS and yS : Then xS ; yS and any two vertices of
S induce a cycle C4; a contradiction. Clearly jCS j = jDSj follows immediately. 2
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Lemma 5 For every �d(T )-DC of a tree T; A [DS is a dominating set of T .

Proof. Consider a dominator coloring of T with �d(T ) colors. Every vertex x of T
dominates at least one class color, say Hx: If Hx 2 Cp; then x is dominated by A and if
Hx 2 CS ; then x belongs to DS: Hence A [DS dominates all vertices of T . 2

Lemma 6 Let T be a nontrivial tree. If �d(T ) = (T ) + 1; then for every �d(T )-DC of T;
there is at most one color class dominated by no vertex.

Proof. Let T be a nontrivial tree with �d(T ) = (T ) + 1: Consider any dominator
coloring of T with �d(T ) colors. We have to prove that jCGj � 1: By Lemma 5, A [DS is
a dominating set of T and so (T ) � jA [DSj : It follows that

(T ) + jCGj � jA [DSj+ jCGj
� jAj+ jDSj+ jCGj :

Using the fact that jCS j = jDSj (see Lemma 4) we obtain (T )+ jCGj � jAj+ jCS j+ jCGj =
(T ) + 1 and so jCGj � 1. 2

Lemma 7 Let T be a nontrivial tree di¤erent from a star. If �d(T ) = (T ) + 1; then for
every dominator coloring with �d(T ) colors such that all leaves of T have the same color
we have:

a) jCGj = 1:

b) A [DS is a minimum dominating set.

c) A \DS = ;:

d) Every color class S 2 CS is dominated by a vertex of B:

Proof. Consider a dominator coloring with (T )+1 colors such that all leaves of T have
the same color.

(a)- Since T is not a star, all leaves of T form a color class dominated by no vertex, that
is jCGj � 1: Equality follows from 6.

(b)- (T ) + 1 = �d(T ) = jCP j + jCS j + jCGj = jCP j + jCS j + 1; implying that (T ) =
jCP j + jCS j : Since jCP j = jAj and jCS j = jDSj it follows that (T ) = jAj + jDSj and so
A [DS is a minimum dominating set.

(c)- follows from (b).

(d)- Let S be a color class of CS dominated by some vertex xS 2 DS: Suppose to the
contrary that xS =2 B: Then by item (c) xS =2 A and hence xS 2 V (T )� (A[B); that is xS
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belongs to some color class in CS : We shall prove that there is a color class, say S� 2 CS
such that each of all its vertices dominates a color class in CP : Since every vertex of T
must dominate a color class, if S 6= S�; then a vertex of S; say xS1 dominates a color class
S1 2 CS : Now if S1 6= S�; then a vertex xS2 of S1 dominates a color class S2 2 CS ; and
so on. Since T is �nite, the process stops by providing either a cycle induced by vertices
xS ; xS1 ; xS2 ; :: or the existence of S

�: Clearly since T contains no cycle, we conclude that
S� exists. It follows that every vertex of S� is dominated by A: Now let xS� be the vertex
of DS that dominates all vertices of S�: Then A [DS � fxS�g is a dominating set of T of
size (T )� 1; a contradiction. Therefore every color class S 2 CS is dominated by a vertex
of B. 2

Now we are ready to prove Theorem 1.

Proof of Theorem 1. Let T be a nontrivial tree and assume that T admits a mini-
mum dominating set D = DI [DR such that V (T )� (DR [N [DI ]) is an independent set.
To see that �d(T ) = (T ) + 1, we color the vertices of G as follow:

- give a di¤erent color to every vertex of DR.

- for every vertex y 2 DI give a new color to the vertices of N(y):

- give the same color (but new) to the remaining vertices.

Obviously the previous coloring is a dominator coloring. Hence (T ) + 1 � �d(T ) �
jDRj+ jDI j+ 1 = jDj+ 1 = (T ) + 1, and the equality follows:

Conversely, let T be a nontrivial tree with �d(T ) = (T )+1: Suppose T is a star of center
vertex, say x: Then D = fxg is a minimum dominating set, where DI = ; and clearly the
set V (T ) � (DR [ N(DI)) that consists of the set of leaves of the star is independent.
Therefore the theorem is valid. Now assume that T is a tree di¤erent from a star and let
us consider a dominator coloring with �d(T ) colors such that all leaves of T have the same
color. Note that such a dominator coloring exists by Lemma 3. Also by Lemma 7, A [DS
is a minimum dominating set of T . Let D = A [DS; DI = fv 2 D : pn(v;D) = fvgg and
DR = D �DI : We shall show that every vertex in V (T )� (A [B) is adjacent to a vertex
of DI ; that is V (T ) � (A [B) � N(DI): Let x be any vertex of a color class S 2 CS : Let
xS be a vertex of DS that dominates S: By Lemma 7-(d), xS 2 B: Recall that xS 2 D
since xS 2 DS: It is well known by Ore�s theorem (see [7]) that every vertex in a minimum
dominating set has a private neighborhood. Suppose that x� 6= xS is a private neighbor of
xS with respect to D: Clearly x� =2 D for otherwise D � fx�g would be a dominating set
smaller than D; a contradiction. Therefore x� does not dominate a color class of CS (else
x� 2 DS � D): Also since x� 2 pn(xS ; D); x� has no neighbor in A but then x� does not
dominate any color class, a contradiction. Consequently xS has no private neighbor other
than itself, that is xS 2 DI : Thus V (T )� (A [B) � N(DI): It follows now that all vertices
of V (T )� (DR [N [DI ]) � B and since B is an independent set we are done. 2
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3 Caterpillars

A caterpillar is a tree in which every vertex of degree at least three has at most two non-leaf
neighbors. As was noted in the introduction, there is no polynomial time algorithm that
computes the dominator chromatic number for the class of trees. It was even mentioned by
Gera et al. in [4] that an e¢ cient algorithm for computing �d of an arbitrary caterpillar
would be a worthwhile contribution. Our aim in this section is to give a characterization of
caterpillars T with �d(T ) = (T ) + 1. Using a result of Volkmann [8] (see Theorem 8), one
can check easily whether a caterpillar satis�es �d(T ) = (T ) + 1 or �d(T ) = (T ) + 2.

A vertex cover in a graph G is a set of vertices that covers all edges of G. The minimum
cardinality of a vertex cover in a graph G is called the covering number of G and is denoted
by �0(G). It is well known that a set D of vertices of G is a vertex cover if and only if
V (G) �D is independent. Also every vertex cover set is a dominating set. The following
result of Volkmann gives a characterization of nontrivial trees T with equal domination and
vertex covering numbers.

Theorem 8 (Volkmann [8]) A nontrivial tree satis�es (T ) = �0(T ) if and only if each
component in the graph resulting from G by removing the set of leaves and their stems is
an isolated vertex or a star, where the centers of these stars are not adjacent to any stem
in T .

Now we are ready to state the following result.

Proposition 9 let T be a nontrivial caterpillar. Then �d(T ) = (T ) + 1 if and only if
(T ) = �0(T ).

Proof. Let T be a caterpillar with (T ) = �0(T ). Let Dbe any minimum transversal.
Then color the vertices of D so that each vertex has a unique color and the remaining
vertices of T by a new color. Then (T )+1 � �d(T ) � jDj+1 = (T )+1, and the equality
follows.

Now assume that T is a caterpillar with �d(T ) = (T ) + 1. By Theorem 1, T admits a
minimum dominating set D such that Tn(DR; N [DI ]) is independent. Assume that V (T )�
D is not independent and let u; v be any two adjacent vertices in V (T )�D. Clearly since
D contains either a leaf or its stem, neither u nor v is a leaf. First, assume that u and v are
not stems. Let d1 and d2 be two vertices in D such that d1; u; v; d2 induce a path P4. Then
d1 is the unique neighbor of u in D for otherwise u would be a support vertex. Likewise d2
is the unique neighbor of v in D. Hence d1 and d2 belong to DR and so Tn(DR; N [DI ]) is
not an independent set, contradicting Theorem 1. Hence at least u or v is a stem. Without
loss of generality, assume that u is a stem and let f be its leaf. Since f belongs to D, f
is the unique leaf adjacent to u. Let us modify D as follows: D0 = fug [Dnffg. Clearly
D0 remains a minimum dominating set for T with less edges in V (T )�D0. This procedure
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can be repeated for every two adjacent vertices not in the current (T )-set until we obtain
a (T )-set S for which V (T )� S has no two adjacent vertices. Therefore (T ) = �0(T ). 2

According to Theorem 8, Proposition 9 can be also stated as follows.

Proposition 10 let T be a nontrivial caterpillar. Then �d(T ) = (T ) + 1 if and only if T
is a star or the distance between any two consecutive stems is 1; 2 or 4:
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Résumé

Soit G = (V;E) un graphe simple. Une coloration dominante
est une coloration propre des sommets de G telle que toute classe de
couleur i contient un sommet adjacent à au moins un sommet de chaque
classe de couleur j 6= i . Ce sommet est dit sommet b-dominant pour
la couleur i. Le nombre b-chromatique b(G) est le nombre maximum
de classes de couleurs dans une coloration dominante.
On désigne par L(G) et T (G), le graphe des lignes et le graphe

total de G respectivement. Le nombre b-arête-chromatique de G est
le nombre b-chromatique du graphe L(G) et le nombre b-chromatique
total de G est le nombre b-chromatique de T (G).
Un Spider est un arbre avec au plus un sommet de degré supérieur

à deux, appelé centre du Spider noté o. Une branche d�un Spider est
une chaîne issue du centre o vers un sommet de degré un. Si m � 3 est
un entier on dé�nit un graphe de Spider Sm comme un graphe obtenu à
partir d�un Spider avec m branches P1; P2; :::::; Pm toutes de longueur
au moins deux telles que deux sommets x et y appartenant à deux
branches di¤érentes Pi et Pj sont adjacents si ji� jj 2 f1;m� 1g, et
d (x; o) = d (y; o) où d(x; y) est la distance (longueur d�une plus courte
chaîne) de x à y. Si toutes les branches sont de même longueur n; alors
le graphe de Spider Sm est dit graphe de Spider complet qu�on notera
Sm;n où m � 3 et n � 2 sont des entiers.
Nous déterminons dans ce papier, le nombre b-chromatique, le nom-

bre b-arête-chromatique et en�n le nombre b-chromatique total pour
les graphes Spider complets Sm;n où m � 1 et n � 1.
Keywords: b-coloration, Graphe des lignes, Graphe total, Graphe de
Spider.
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1 Introduction

Soit G = (V;E) un graphe simple, avec V et E ensemble des sommets et
arêtes respectivement. Le voisinage d�un sommet v 2 V est NG(v) = fu 2 V
= uv 2 Eg: Le degré d�un sommet v de G est d(v) = jN(v)j:On note une
chaîne sans cordes avec n sommets par Pn. La distance du sommet x au
sommet y dans le graphe G est la longueur d�une plus courte chaîne de x
à y, d(x; y) désigne la distance de x à y: On désigne par L(G), le graphe
dont l�ensemble des sommets est l�ensemble des arêtes et deux sommets sont
adjacentes dans L(G) si les arêtes correspondantes sont adjacentes dans G.

Une coloration propre est une application c de V dans IN telle que si
deux sommets x et y sont adjacents, alors leurs couleurs correspondantes
sont di¤érentes (i.e c(x) 6= c(y)): Une classe de couleur i est un ensemble de
sommets stable de V colorés avec la même couleur i: Le nombre minimum
de classes de couleurs qui partitionnent l�ensemble V est le nombre chro-
matique, noté �(G) et une �(G)-coloration est une coloration propre des
sommets avec �(G) couleurs.

Le fait qu�on ne peut fusionner deux classes de couleurs di¤érentes dans
une coloration minimum, a inspiré Irving et Manlove [2, 3] à introduire un
autre procédé de coloration, en e¤et une autre manière de réduire le nombre
de couleurs est d�essayer à partir d�une coloration propre donnée du graphe
de réduire le nombre de classes de couleurs en transférant les sommets d�une
même classe de couleur dans les autres classes de couleurs. D�où la dé�nition
de la coloration dominante.

Une coloration dominante est une coloration propre telle que toute classe
de couleur i contient un sommet adjacent à au moins un sommet de chaque
classe de couleur j 6= i . Ce sommet est dit sommet b-dominant pour la
couleur i.

Le nombre b-chromatique b(G) est le nombre maximum de classes de
couleurs dans une coloration dominante. Une coloration dominante avec
b(G) couleurs est dite b-coloration.

Ce concept fùt introduit en 1999 par Irving et Manloveoù ils montrent
que la détermination de b(G) est un problème NP -dur en général mais
polynomial dans le cas des arbres. D�autre part Kratochvil, Tuza et Voigt
[6] montrent que la détermination de b(G) est un problème NP -dur même
dans le cas des graphes bipartis.

Aussi, une borne supérieure triviale de b(G) est �(G) + 1 où �(G) est
le degré maximum de G.

Il est important de rappeler que si v1; v2; :::; vn sont tels que d(v1) �
d(v2) � ::: � d(vn) et si on note par m(G) = maxfi = d(vi) � i � 1g;
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alors b(G) � m(G); dans d�autres termes pour qu�un graphe G admette une
coloration dominante avec k couleurs, il faut qu�il ait au moins k sommets
de degré supérieur ou égal à k � 1 [2, 3].

On appelle graphe total du grapheG, noté T (G), le graphe dont l�ensemble
des sommets est l�ensemble V [E et deux sommets dans T (G) sont adjacents
s�ils sont deux sommets adjacents dans G; ou bien deux arêtes adjacentes
dans G ou bien un sommet et une arête incidente à ce sommet dans G. Si
v est un sommet de G; alors le degré de v dans T (G) est dT (v) = 2d (v) :
Si x = uv est une arête de G, alors on a dT (x) = d (u) + d (v) : Si G est
un graphe à p sommets et q arêtes, tels que le sommet noté vi est de de-
gré di; i = 1; :::; p; alors T (G) est le graphe à pT = p + q sommets et à
qT = 2q +

1
2

P
d2i arêtes.

Une coloration totale du graphe G est une application c : V [E 7�! K,
où K dé�nit un ensemble de couleurs, c est une coloration totale de G si non
seulement deux sommets voisins et deux arêtes ajacentes ont des couleurs
di¤érentes mais aussi la couleur d�une arête quelconque est di¤érente de
celle de ses extrémités. G est dit k-total colorable s�il admet une coloration
propre totale c où l�application; c : V [ E 7�! K est telle que jKj = k.
Le nombre total chromatique noté �T (G) est le plus petit k tel que G soit
k-total colorable. Une coloration total dans G correspond à une coloration
propre dans le graphe total T (G). Un sous ensemble de sommets et d�arêtes
colorés avec la même couleur correspond à un stable dans le graphe total
T (G) et à l�union d�un stable et un couplage dans le graphe initial G.

Une coloration dominante des sommets (resp. arêtes) deG ou b-coloration
(resp. b0-coloration) de G est une coloration propre c des sommets (resp.
arêtes) telle que V (resp. E) peut être partitionné en stables (resp. cou-
plage) dites classes de couleurs et que toute classe de couleur i contient
au moins un sommet (resp. une arête) admettant un sommet voisin (resp.
une arête voisine) dans toute autre classe, un tel sommet (resp. arête) est
dit(resp. dite) sommet b-dominant (resp. arête b-dominante). G est dit
k-b-sommet (resp. k-b-arête) colorable s�il admet une coloration dominante
des sommets (resp. arêtes) telle que l�application : c : V 7�! K, est telle que
jKj = k (resp. c : E ! K;est telle que jKj = k): Le nombre b-sommet chro-
matique est aussi le nombre b-chromatique noté b (G) : Le nombre b-arête
chromatique dit aussi le nombre b0 (G)-chromatique est le nombre maximum
k de couleurs utilisées pour que G soit k-b-arête colorable. Déterminer le
nombre b0-chromatique dans le graphe G, revient à déterminer le nombre
b-chromatique b (L (G)) dans le graphe des arêtes L (G).

Une coloration dominante totale de G est une coloration propre dans
T (G) qui est dominante; c�est à dire telle que toute classe de couleur i dans
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le graphe total T (G) contient un sommet adjacent à au moins un sommet de
chaque classe de couleur j 6= i; ce sommet est dit sommet b-dominant pour
la couleur i dans T (G). Le nombre bt-chromatique dit aussi b-chromatique
total est le nombre maximum de classes de couleurs dans une coloration
dominante dans T (G). Une coloration dominante avec bt(G) couleurs est
notée bt-coloration.

L�absence d�algorithme polynomial pour la détermination d�un paramètre
donné dans un graphe ne cesse d�inciter les chercheurs à établir des bornes
qui encadrent le plus possible le paramètre en question ou de déterminer la
valeur exacte de ce paramètre pour certaines classes de graphes .

Un Spider est un arbre avec au plus un sommet de degré supérieur à
deux, appelé centre du Spider noté o. (Si aucun sommet n�est de degré plus
de deux, tout sommet du spider peut être un centre). Une branche d�un
Spider est une chaîne issue du centre o vers un sommet de degré un. Une
étoile avec k branches est un Spider avec k branches toutes de longueur 1.

Si m � 3 est un entier, on dé�nit un graphe de Spider Sm comme un
graphe obtenu à partir d�un Spider avec m branches P1; P2; :::::; Pm toutes
de longueur au moins deux telles que deux sommets x et y appartenant à
deux branches di¤érentes Pi et Pj sont adjacents si ji� jj 2 f1;m� 1g, et
d (x; o) = d (y; o) où o est le centre du Spider.

Nous considérons ici une sous classe de la classe des graphes Sm. Soit Sm
un graphe de Spider ayantm branches P1; P2; :::::; Pm. Si toutes les branches
sont de même longueur n et si pour tous sommets vi; vj appartenant suc-
cessivement à Pi, Pj tels que ji� jj 2 f1;m� 1g, on a vi; vj sont adjacents,
alors le graphe Spider Sm est dit graphe Spider complet qu�on notera Sm;n
où m � 3 et n � 2 sont des entiers (voir Figure 1).

Figure 1: Sm;n
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Notons que dans la suite, on généralise la dé�nition de Sm;n pour le cas
où m � 1 et n � 1: Sans compter le sommet centre o qui est dans le niveau
zéro, on a n niveaux (lignes) et m colonnes. On note par vij le sommet
de Sm;n qui est dans le niveau i et la colonne j. On note par m(Sm;n) le
m-degré de Sm;n. On utilisera souvent le fait que b(G) � m(G).

S1;n est la chaîne Pn+1. S2;1 est le triangle et S2;n est le graphe de la
Figure 2

Figure 2: S2;n

Sadegh Rahimi Sharebaf dans [7] ont déterminés le nombre sommet chro-
matique (le nombre chromatique classique), le nombre arête chromatique
(l�indice chromatique classique), et en�n le nombre chromatique total dans
les graphes de Spider complets.

Theorem 1 [7] � (Sm;n) = 3 si n est pair, et � (Sm;n) = 4 si m est impair.

Theorem 2 [7] �0 (Sm;n) = �(G):

Theorem 3 [7] �t (Sm;n) = �(G) + 2 si m = 3; 4.

Theorem 4 [7] �t (Sm;n) = �(G) + 1 si m � 5.

Dans ce papier, nous déterminons le nombre b-chromatique (b-sommet-
chromatique), le nombre b0-chromatique (b-arête chromatique) et en�n le
nombre bt-chromatique (b-chromatique total) pour les graphes Spider com-
plets.
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2 Le nombre b-chromatique dans les graphes Spi-
der complets.

Theorem 5 Soit Sm;n un graphe Spider complet où m et n sont des entiers
positifs. Alors on a :

b(Sm;n) =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

2 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et 1 � n � 3g
3 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et n � 4g[

f(2; 1); (2; 2); (2; 3); (4; 1)g
4 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 2 et n � 4g[

f(m;n) = m � 5 et n = 1 g[
f(m;n) = m = 3 et 1 � n � 4 g [
f(3; 2); (3; 3); (3; 4)g

5 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 3 et n � 5g[
f(m;n) = m � 4 et n � 2g

Preuve: Si m = 1, le graphe S1;n est réduit à une chaîne Pn+1; où
b(S1;n) = 2;pour 1 � n � 3 et b(S1;n) = 3; pour n � 4 (voir [?]).

Si m = 2; m(S2;1) = m(S2;2) = b (S2;1) = b(S2;2) = 3; il su¢ t de
choisir les sommets du triangle dont un est le centre o, comme sommets
b-dominants. m(S2;3) = 4, supposons qu�on puisse faire une b-coloration
utilisant quatre couleurs, les seuls sommets pouvant être b-dominants sont
vi1; vi2; 1 � i � 2, il est simple de véri�er que seuls trois d�entre eux
peuvent l�être. On peut voir que dans ce cas b (S2;3) = 3; il su¢ t de
choisir les sommets du triangle dont un est le centre o, comme sommets
b-dominants. m(S2;n) = b(S2;n) = 4 si n � 4, choisir pour cela les sommets
vi1; vi2; 2 � i � 3 comme sommets b-dominants, en donnant la couleur 1 à
v21 et v42; la couleur 2 à v22 et v41; la couleur 3 à v12 et v31 et la couleur 4 à
v11 et v32. Ensuite on étend la coloration aux autres sommets non colorés,
ceci est toujours possible vu que dans le voisinage de chaque sommet il y a
au moins une couleur manquante.

Si m = 3; remarquer que si n = i; 1 � i � 4, le graphe S3;n, contient i
triangles ne contenant pas le centre o.

- n = 1 et 2; S3;1 = K4; m(S3;n) = b (S3;n) = 4; les sommets du K4 sont
choisis comme sommets b-dominants.

- n = 3; m(S3;n) = 5, supposons qu�on puisse faire une b-coloration
utilisant cinq couleurs , il est simple de véri�er qu�on ne peut avoir plus
d�un sommet b-dominant dans le niveau 1, donc on ne peut avoir plus de 4
sommets b-dominants (en comptant au plus trois sommets b-dominants dans
le niveau deux), par conséquent b (S3;n) = 4; il su¢ t pour celà de prendre les
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sommets du K4 (formé par o et les sommets du triangle du premier niveau)
comme sommets b-dominants.

- n = 4; m(S3;n) = 5, supposons qu�on puisse faire une b-coloration
avec cinq couleurs, comme dans le cas précédent on ne peut avoir plus d�un
sommet b-dominant dans le niveau 1: Supposons qu�on a trois sommets b-
dominants dans le niveau 2, on peut voir que le troisième sommet a toujours
deux sommets de même couleur dans son voisinage, ce qui conduit à une
impossibillité. En utilisant le même argument on peut véri�er aussi que dans
le niveau trois on ne peut avoir plus de deux sommets b-dominants. En�n
en examinant d�une manière exhaustive tous les cas possibles lorsque le pre-
mier niveau contient un sommet b-dominant, le second niveau contient deux
sommets b-dominants et le niveau trois contient deux sommets b-dominants,
on arrive à une impossibilité. Donc b (S3;4) = 4:Choisir les sommets du K4
comme sommets b-dominants:

- n � 5; m(S3;n) = b (S3;n) = 5, le centre ne peut être b-dominant, car
il est de degré 3 , il su¢ t de donner la couleur 1 au sommet v11; la couleur
2 au sommet v21, la couleur 3 au sommet v31, la couleur 4 au sommet
v41, et en�n la couleur 5 au sommet v32 et pour les rendre b-dominants
on colore successivement les sommets o; v12; v13; v22; v23; v33; v42; v43; v51 avec
les couleurs 5; 3; 4; 4; 5; 1; 2; 5; 1. Ensuite on étend la coloration aux autres
sommets non colorés, ceci est toujours possible vu que dans le voisinage de
chaque sommet il y a au moins une couleur manquante.

Si m = 4:
- n = 1; m(S4;n) = 4; supposons qu�on puisse faire une b-coloration du

graphe en utilisant quatre couleurs. Si on colore les sommets v1i; 1 � i � 4
avec les couleurs 1; 2; 3; 4;alors le centre o ne peut prendre aucune couleur.
Si on choisit le centre o et 3 autres sommets parmi les v1i; 1 � i � 4; ceci
est impossible car dans le niveau un deux sommets seulement peuvent être
b-dominants. Donc b(S4;n) = 3 . Pour faire une b-coloration utilisant trois
couleurs choisir trois sommets sur un même triangle pris arbitrairement.

- n � 2; m(S4;n) = b(S4;n) = 5, il su¢ t de prendre le centre o et les
sommets vi2; 1 � i � 4, comme sommets b-dominants.

Si m = 5:
- n = 1;m(S5;n) = b(S5;n) = 4, choisir les sommets o; v11; v12; v13 comme

sommets b-dominants et leur donner les couleurs 4; 1; 2; 3 successivement;
ensuite colorer respectivement les sommets v14; v15 avec les couleurs 1; 3.

- n = 2; m(S5;n) = 5, supposons qu�on puisse faire une b-coloration du
graphe en utilisant cinq couleurs.Si on prend comme sommets b-dominants
v1i; 1 � i � 5, le centre o ne peut prendre aucune couleur. Supposons
que le centre o est un sommet b-dominant, on peut véri�er qu�au plus trois
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sommets dans le niveau un peuvent être b-dominants, donc il est impossible
d�avoir cinq sommets b-dominants vu que les sommets v2i; 1 � i � 5 sont
de degré 3, donc ne peuvent pas être choisis b-dominants. Donc b(S5;n) � 4
et on donne une b-coloration utilisant quatre couleurs, il su¢ t de prendre
comme sommets b-dominants o; v11; v12; v13 en leur donnant respectivement
les couleurs 4; 1; 2; 3. Colorer respectivement les sommets v14; v15 avec les
couleurs 1; 3 et ensuite étendre aisément la coloration.

- n � 3; m(S5;n) = b(S5;n) = 5, dans ce cas les sommets o; v1i; 1 � i �
2; v2i; 1 � i � 2, sont choisis b-dominants de couleurs respectives 1; 2; 3; 5; 4:
On donne aux sommets v13; v15; v23; v25; v31; v32 respectivement les couleurs
4; 5; 1; 3; 1; 2. On peut étendre ensuite cette coloration partielle à tout le
graphe puisque tout autre sommet est de degré au plus quatre.

Si m � 6 et n = 1; m(Sm;n) = b(Sm;n) = 4, il su¢ t de prendre comme
sommets b-dominants o; v1i; 1 � i � 3 en leur donnant respectivement les
couleurs 1; 2; 3; 4 et en donnant les couleurs 2 et 4 aux sommets v14 et v1m
respectivement. On peut étendre ensuite cette coloration partielle à tout le
graphe puisque tout autre sommet est de degré au plus trois.

Si m � 6 et n � 2; m(Sm;n) = b(Sm;n) = 5, il su¢ t de prendre comme
sommets b-dominants o; v1i; 1 � i � 4 en leur donnant respectivement les
couleurs 1; 2; 3; 4; 5 et en donnant aux sommets v15; v1m; v2; v22; v23; v24 re-
spectivement les couleurs 2; 5; 4; 5; 2; 3: On peut étendre ensuite cette col-
oration partielle à tout le graphe puisque tout autre sommet est de degré au
plus quatre.

3 Le nombre b�-chromatique (ou b-indice chroma-
tique) dans les graphes Spider complets

Dans la suite on note par m0(G) le m-degre du graphe L(G).

Theorem 6 Soit Sm;n un graphe Spider complet où m et n sont des entiers
positifs. Alors on a:
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b0(Sm;n) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 si (m;n) = (1; 1)
2 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et 2 � n � 4g
3 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et n � 5g [ f(2; 1); (3; 1)g
4 si (m;n) = f(2; 2); (2; 3); (2; 4)g
5 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 2 et n � 5g [ f(4; 1); (5; 1)g
6 si (m;n) 2 f(3; 2); (3; 3); (3; 4); (4; 2); (5; 2); (6; 1)g

7 si

8>><>>:
(m;n) 2 f(m;n) = m = 3 et n � 5g[

f(m;n) = m = 4 et n � 3g[
f(m;n)=m = 5 et n � 3g[
f(m;n)=m = 6 et n � 2g

m si (m;n) 2 fm � 7 et n � 1g

Preuve: Sim = 1; le graphe S1;n est reduit à une chaîne Pn+1. b0(S1;1) =
1 et b0(S1;n) = 2 si n = 2; 3; 4; b0(S1;n) = 3 si n � 5 .

Si m = 2:
- n = 1; S2;1 est un triangle et on a: m0(S2;1) = b0(S2;1) = 3.
- n = 2 ou 3; m0(S2;n) = b0(S2;n) = 4, il su¢ t de colorer les arêtes du

triangle 1; 2; 3 arbitrairement, les arêtes (v11; v21) et (v12; v22) avec la couleur
4 et l�arête (v21; v22) avec la couleur 2, ainsi les arêtes du triangle avec l�arête
(v11; v21) sont b0-dominantes.

- n = 4; m0(S2;n) = 5; en citant d�une manière exhaustive tous les cas
possible, on peut voir qu�on ne peut faire une 5-b0-coloration. Donc b0(G) =
4; il su¢ t pour celà de prendre la même b0-coloration que précédemment.

- n � 5; m0(S2;n) = b0(S2;n) = 5, il su¢ t de colorer les arêtes (o; v12)
, (v41; v42) et (v11; v21) avec la couleur 1;les arêtes (o; v12) , (v12; v22) et
(v31; v32) avec la couleur 2; les arêtes (v11; v12) , (v31; v41) et (v42; v52) avec
la couleur 3, les arêtes (v21; v22) , (v32; v42) et (v41; v52) avec la couleur 4;
les arêtes (v21; v31) et (v22; v32) avec la couleur 5, ainsi les arêtes (v11; v21);
(v12; v22); (v31; v41); (v32; v42) et (v21; v31) sont b0-dominantes.

Si m = 3:
- n = 1; S3;1 est le graphe complet K4 et m0(S3;1) = 5, supposer qu�on

fait une une b0-coloration utilisant 5 couleurs, colorer 5 arêtes, sans perdre
de généralité (o; v1i); 1 � i � 3, (v11; v12) et (v12; v13) sont colorées succes-
sivement avec les couleurs 1; 2; 3; 4; 5 remarquer que seule l�arête de couleur
2 peut être b0-dominante. Alors que b0(S3;1) � 4, mais là aussi par un raison-
nement similaire, si on fait une b0-coloration utilisant 4 couleurs, on colore
sans perdre de generalité (o; v1i); 1 � i � 3, (v11; v12) arêtes arbitrairement
avec les couleurs 1; 2; 3; 4, remarquer que l�arête de couleur 3 ne peut être
b0-dominante. Donc b0(S3;1) = 3:Une b0-coloration avec 3 couleurs est don-
née en choisissant trois arêtes b0-dominantes dans un même triangle, et sans
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perdre de généralité, soit (o; v1i); 1 � i � 2 et (v11; v12) arêtes b0-dominantes
colorées respectivement 1; 2; 3, l�arête (o; v13) colorée 3, (v12; v13) colorée 1
et (v11; v13) colorée 2.

- n = 2; m0(S3;2) = b0(S3;2) = 6, soient les arêtes (o; v1i); 1 � i �
3; (v11; v21); (v12; v22); (v13; v23) colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 6; 5 et on
complète la coloration pour les rendre b0-dominantes comme suit: on donne
la couleur 5 à l�arête (v11; v12); la couleur 4 à l�arête (v12; v13); la couleur
6 à l�arête (v11; v13); la couleur 3 à l�arête (v21; v22); la couleur 1 à l�arête
(v22; v23) et la couleur 2 à l�arête (v21; v23):

- n = 3; m0(S3;3) = 7, supposons qu�on puisse faire une b0-coloration
utilisant 7 couleurs, seules les 9 arêtes peuvent être b-dominantes; les arêtes
du niveau 1 et 2 et celles qui sont entre les deux. Constater que deux au
plus des 3 arêtes du niveau 1 peuvent être b-dominantes; et deux au plus
dans le niveau 2, ou entre les deux niveaux. Donc b0(S3;3) = 6; choisir pour
cela la même coloration que le cas précédent et comme les arêtes restantes
sont adjacentes à au plus 5 autres alors il est possible de �nir la coloration
proprement.

- n = 4; m0(S3;n) = 7, les seules arêtes qui peuvent être b0-dominantes
dans une coloration à 7 couleurs, sont celles des niveaux 1; 2; 3 et celles qui
sont entre ces trois niveaux; de manière similaire à celle adoptée dans le
cas précédent on fait remarquer que deux arêtes peuvent être b0-dominantes
dans le niveau 1, deux autres dans le niveau 2 ou entre les niveaux 1 et 2 et
deux autres dans le niveau 3 ou entre les niveaux 2 et 3. Donc b0(S3;n) = 6,
choisir pour cela la même coloration que le cas précédent, dans ce qui suit
on colore les arêtes ayant 6 autres arêtes dans leurs voisinage de la manière
suivante: a¤ecter la couleur 1 aux arêtes (v21; v31) et (v32; v33), la couleur 2
aux arêtes (v22; v32) et (v31; v33), la couleur 3 aux arêtes (v23; v33) et (v31; v32)
et comme les arêtes restantes sont adjacentes à au plus 5 autres alors il est
possible de �nir la coloration proprement.

- n � 5; m0(S3;n) = b0(S3;n) = 7; dans une coloration b0-dominante
utilisant 7 couleurs, il su¢ t de choisir les arêtes suivantes comme arêtes
b0-dominantes (v11; v12); (v12; v13); (v21; v22); (v22; v23); (v32; v33); (v41; v42);
(v41; v43) de couleurs respectives 1; 2; 3; 5; 4; 6; 7 et compléter comme suit
pour les satisfaire: (v21; v23) et (v31; v33) colorées avec la couleur 1; (v22; v32)
et (v41; v51) colorées avec la couleur 2, (o; v12); (v32; v42) et (v43; v53) col-
orées avec la couleur 3; (o; v11); (v13; v23); (v21; v31) et (v42; v43) colorées avec
la couleur 4, (v11; v13); (v33; v43) et (v42; v52) colorées avec la couleur 5,
(o; v13); (v11; v21) et (v23; v33) colorées avec la couleur 6; (v12; v22) et (v31; v32)
colorées avec la couleur 7. Comme les arêtes restantes sont adjacentes à au
plus 6 autres alors il est possible d�étendre la coloration pour tout le graphe
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puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour toute arête considérée.
Si m = 4
- n = 1; m0(S4;n) = b0(S4;n) = 5:Pour faire une b0-coloration utilisant 5

couleurs, il su¢ t de prendre (o; v1i); 1 � i � 4; ; et (v12; v13) comme arêtes
b0-dominantes respectivement colorées 1; 2; 3; 4; 5 et pour les satisfaire, on
colore (v11; v12); (v13; v14); (v11; v14) respectivement 4; 1; 5.

- n = 2; m0(S4;n) = 7; supposons qu�on puisse faire une b0-coloration
utilisant 7 couleurs, les arêtes pouvant être b0-dominantes sont (o; vi1); 1 �
i � 4; (v11; v12); (v12; v13); (v13; v14); (v11; v14); si on choisit trois arêtes b0-
dominantes parmi les arêtes (o; vi1); 1 � i � 4, alors aucune arête du niveau
1 ne peut être b0-dominante. Donc b0(S4;n) = 6:On donne une b0-coloration
utilisant 6 couleurs où les arêtes b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i � 4;
(v12; v13); (v12; v22), colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; pour les satisfaire
on colore 4 l�arête (v11; v12); 5 l�arête (v11; v14); 1 les arêtes (v13; v23),(v14; v24),
(v21; v31) et ; 6 les arêtes (v13; v14) et (v11; v21) et colorer l�arête (v22; v23)
avec la couleur 3; on peut ensuite �nir la coloration de manière propre.

- n � 3; m0(S4;n) = b0(S4;n) = 7 et on donne une b0-coloration utilisant
7 couleurs où les arêtes b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i � 4; (v13; v23);
(v14; v24); (v21; v22) colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 6; 7; 5 et pour les satis-
faire on colore avec la couleur 1 les arêtes (v23; v24); (v22; v32); avec la couleur
2 les arêtes (v21; v24); (v23; v33); avec la couleur 3 les arêtes (v21; v31); (v24; v34);
avec la couleur 4 l�arête (v22; v23), avec la couleur 5 les arêtes (v11; v12); (v13; v14);
avec la couleur 6 les arêtes (v12; v22) et (v11; v14) ; avec la couleur 7 les arêtes
(v12; v13) et (v11; v21). Comme les arêtes restantes sont adjacentes à au plus
6 autres alors il est possible d�étendre la coloration pour tout le graphe
puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour toute arête considérée.

Si m = 5:
- n = 1; m0(S5;n) = b0(S5;n) = 5 , dans une b0-coloration utilisant 5

couleurs on considère les arêtes b0-dominantes : (o; vi1); 1 � i � 5; col-
orées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; pour completer la coloration on colore les
arêtes (v11; v12); (v12; v13); (v13; v14); (v14; v15); (v11; v15) respectivement avec
les couleurs 3; 4; 5; 1; 2:

- n = 2; m0(S5;n) = 7; seules les arêtes (o; vi1) = i; 1 � i � 5 et
(v1i; v1(i+1)); (v11; v15); 1 � i � 4; peuvent être b0-dominantes. Si on choisit
les arêtes (o; vi1) = i; 1 � i � 3 , b0-dominantes dans une b0-coloration util-
isant 7 couleurs, alors aucune arête de couleur autres que celles déjà choisies
ne sera b0-dominante. On a donc b0(S5;2) = 6:Il est simple de trouver une
b0-coloration utilisant 6 couleurs, en choisissant (o; vi1); 1 � i � 5 colorées
successivement 1; 2; 3; 4; 5 et (v13; v14) colorée 6 comme arêtes b0-dominantes,
a�n de les satisfaire on colore l�arête (v12; v13) avec la couleur 1; l�arête
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(v14; v15) avec la couleur 2, l�arête (v13; v23) avec la couleur 5; les arêtes
(v11; v15) et (v12; v22) avec la couleur 6, pour completer cette coloration on
colore les arêtes (v11; v12); (v11; v21); (v14; v24) et (v15; v25) respectivement
avec les couleurs 3; 2; 1; 1; puis �nir la coloration proprement puisqu�il existe
toujours une couleur disponible pour toute arête restante considérée.

- n � 3; m0(S5;n) = b0(S5;n) = 7. On donne une b0-coloration utilisant 7
couleurs où les arêtes b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i � 5; (v14; v24); (v15; v25)
colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7, a�n de les satisfaire on colore l�arête
(v14; v15) avec la couleur 1, les arêtes (v23; v24) et (v21; v25) avec la couleur 2,
l�arête (v24; v25) avec la couleur 3, l�arête (v25; v35) avec la couleur 4, l�arête
(v24; v34) avec la couleur 5, les arêtes (v12; v13) et (v11; v15) avec la couleur
6, les arêtes (v11; v12) et (v13; v14) avec la couleur 7. Maintenant les arêtes
restantes et qui ont 6 autres arêtes dans leur voisinage sont : (v11; v21);
(v21; v22); (v12; v22); (v22; v23); (v13; v23); colorées respectivement 2; 1; 3; 5; 4;
puis �nir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur
disponible pour toute arête restante considérée.

Si m = 6.
- n = 1; m0(S6;1) = b0(Sm;1) = 6: Les arêtes b0-dominantes sont données

par (o; vi1); 1 � i � 6:colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; puis �nir la
coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour
toute arête restante considérée.

- n � 2; m0(S6;n) = b0(Sm;n) = 7: Les arêtes b0-dominantes sont données
par (o; vi1); 1 � i � 6 et (v14; v15); colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7,
puis �nir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur
dispo-nible pour toute arête restante considérée.

Sim � 7; n � 1;m0(Sm;n) = b0(Sm;n) =m; Les arêtes b0-dominantes sont
données par (o; vi1); 1 � i � m; puis �nir la coloration proprement puisqu�il
existe toujours une couleur disponible pour toute arête restante considérée.

Corollary 1 Si m � 7; n � 1; alors on a b0 (Sm;n) = m = �(L(Sm;n)):

4 Le nombre bt-chromatique (ou b-total chroma-
tique) dans les graphes Spider complets

Theorem 7 Soit Sm;n un graphe Spider complet où m et n sont des entiers
positifs. Alors on a:
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bt(Sm;n) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

3 si (m;n) = f(1; 1); (1; 2); (2; 1)g
4 si (m;n) 2 f(1; 3)g
5 si (m;n) 2 f(m;n)=m = 1 et n � 4g [ f(2; 2)g
6 si (m;n) 2 f(4; 1); (2; 3)g

7 si
�

(m;n) 2 f(m;n)=m = 2 et n � 4g
[f(2; 3); (3; 1); (3; 2); (5; 1); (6; 1)g

8 si (m;n) 2 f(3; 3); (4; 2); (5; 2); (7; 1)g

9 si

8<:
(m;n) 2 f(m;n)=m = 3 et n � 4g[

fm = 4 et n � 3g [ fm = 5 et n � 3g[
fm = 6 et n � 2g [ fm = 7 et n � 2g

m+ 1 si (m;n) 2 f(m;n)=m � 8 et n � 1g

Preuve: Les tableaux établis dans la suite donnent la bt-coloration de
Sm;n pour les di¤érentes valeurs de m et n, on utilisera * pour indiquer les
sommets ou arêtes bt-dominants.

Si m = 1; le graphe S1;n est réduit à une chaîne Pn+1 et on a:
- n = 1; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 3

sommets ou arêtes o� v�11 (o; v11)
�

bt-coloration 1 2 3

- n = 2; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 3

sommets ou arêtes o� v�11 v21 (o; v11)
� (v11; v21)

bt-coloration 1 3 2 2 1

- n = 3; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 4

sommets ou arêtes o v�11 v�21 (o; v11)
� (v11; v21)

� (v21; v31) v31
bt-coloration 1 3 1 2 4 2 3

- n = 4; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 5

sommets ou arêtes o v�11 v�12 v�13 v14 (o; v11) (v11; v21)
�

bt-coloration 3 1 5 2 4 2 4

(v21; v31)
� (v31; v41)

3 1

Si n � 5; mt(S1;n) = bt(S1;n) = 5 , adopter la même coloration, �nir la
coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour
tous arête ou sommet restants considérés.

Si m = 2:
- n = 1; mt(S2;n) = 5 et bt(S2;n) = 3; car S2;n est un triangle, où à un

sommet correspond une arête opposée et on ne peut prendre que l�un des
deux; arête ou sommet; comme élément bt-dominant, donc b t(S2;n) = 3.

sommets ou arêtes o� v�11 v�12 (o; v11) (o; v12) (v11; v12)

bt-coloration 1 2 3 3 2 1
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- n = 2; mt(S2;n) = 6. Si on suppose qu�il existe une coloration dom-
inante totale utilisant 6 couleurs, les sommets et arêtes pouvant être bt-
dominantes sont ov11; ov12; v11; v12; (v11; v12); (v11; v21); (v12; v22) et en exam-
inant tous les cas il est impossible de faire une bt-coloration avec 6 couleurs.
Donc bt(S2;2) = 5.

sommets ou arêtes o v�11 v12 v21 v22 (o; v11)
� (o; v12)

bt-coloration 5 1 2 5 4 2 1

(v11; v12)
� (v11; v21)

� (v12; v22)
�

3 4 5

- n = 3; mt(S2;n) = 7. Supposons qu�il existe une coloration dom-
inante totale utilisant 7 couleurs, les sommets et arêtes pouvant être bt-
dominantes sont v11; v12;v21; v22; (v11; v12); (v11; v21); (v21; v22) ,(v12; v22) et
si on colore 7 d�entre eux avec les couleurs 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7 et on veut les
rendre bt-dominants il est simple de voir que deux au moins parmi eux ne
peuvent pas être bt-dominants. Donc bt(S2;3) = 6.

sommets ou arêtes v�11 v�21 v�12 v�22 v32 (v11; v21)
� (v11; v12)

�

bt-coloration 1 2 3 4 6 6 5

(o; v11)

4

(o; v12) (v21; v31)

6 3

(v22; v32) (v12; v22) (v21; v22)

1 2 5
Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible

pour tous arête ou sommet restants considérés.
- n � 4; mt(S2;n) = bt(S2;n) = 7.
sommets ou arêtes o (o; v11) (o; v12) v�11 v�12 (v11; v12) v21 v�22
bt-coloration 3 2 7 1 5 4 7 6

(v11; v21) (v12; v22)
� v42

6 2 1

(v21; v22) (v21; v31)

1 6

(v22; v32)
� v31

3 2

v�32
4

(v31; v32)
� (v31; v41) (v32; v42)

7 1 5
Pour n � 5, on choisira les mêmes sommets et arêtes bt-dominants puis

on étend la coloration à tout le graphe.
Si m = 3:
- n = 1; mt(S3;n) = 7: Remarquer que S3;n est un K4, et que les sommets

o; v11; v12; v13 jouent le même rôle, si on choisit un sommet quelconque bt-
dominant dans une coloration dominante totale utilisant 7 couleurs; on peut
voir qu�au moins une classe de couleur ne peut avoir de sommet ou arête
bt-dominante donc o; v11; v12; v13 ne peuvent être bt-dominants. Il restera
cependant 6 arêtes, ce qui n�est pas su¢ sant pour faire une coloration dom-
inante totale avec 7 couleurs; alors bt(S3n) = 6. Avec un raisonnement
analogue les sommets ne peuvent être bt-dominants, donc les arêtes sont
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toutes bt-dominantes mais ceci ne peut être réalisé. Donc bt(S3;n) = 5; on
donne une bt-coloration

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (v11; v12)

bt-coloration 1 2 3 4 1

(v12; v13)

2

(v11; v13) v11 v�12 v13
5 4 5 3

- n = 2; mt(S3;n) = 8. Remarquer que seuls les sommets v1i; 1 � i �
3 et les arêtes (o; v1i); 1 � i � 3; (v11; v21); (v12; v22); (v13; v23); (v11; v12);
(v12; v13); (v11; v13) peuvent être bt-dominants. Pour toute bt-coloration util-
isant 8 couleurs, on ne peut arriver à rendre bt-dominants qu�au plus 5 som-
mets ou arêtes. Donc bt(S3;2) = 7 et on donne une bt-coloration utilisant 7
couleurs :

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� v11 v12 v�13

bt-coloration 1 2 3 4 5 6 7

(v11; v12)

1

(v12; v13)
� (v11; v13)

5 6

(v11; v21) (v12; v22) (v13; v23) v�21
7 7 2 6

v22 v23
2 3

(v21; v22)

1

(v21; v23) (v22; v23)

4 6

- n = 3; mt(S3;n) = 9; Remarquer que les seuls sommets et arêtes
pouvant être bt-dominants dans une bt-coloration utilisant 9 couleurs sont
vij ; 1 � i � 2; 1 � j � 3, (v11; v12); (v12; v13); (v11; v13); (v11; v21); (v12; v22);
(v13; v23); (v21; v22); (v22; v23); (v21; v23): Si on colore arbitrairement 9 som-
mets ou arêtes parmi ces derniers, et on veut les rendre bt-dominants alors
on ne peut avoir que 5 sommets bt-dominants; donc bt(S3;n) = 8 et on donne
une bt-coloration utilisant 8 couleurs :

sommets ou arêtes o (o; v11) (o; v12) (o; v13) v�11 v�12 v�13
bt-coloration 5 4 7 8 1 2 3

(v11; v12)

6

(v12; v13)

4

(v11; v13)

7

(v11; v21)
� (v12; v22) (v13; v23)

8 8 6

v�21 v�22 v�23
5 4 7

(v21; v22) (v22; v23)

3 1

(v21; v23) (v21; v31)

4 3

(v22; v32)
�

6

(v23; v33) v31 v32
2 6 3

v33 (v31; v32) (v32; v33) (v31; v33)

8 5 7 1

- n � 4; mt(S3n) = bt(S3n) = 9.
sommets ou arêtes o (o; v11) (o; v12) (o; v13) v�11 v�12 v�13
bt-coloration 5 4 7 8 1 2 3

(v11; v12)

6

(v12; v13)

9

(v11; v13) (v11; v21)
� (v12; v22)

7 8 4

(v13; v23)
� v21

4 9
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v22 v�23 (v21; v22)

8 6 5

(v22; v23) (v21; v23)

1 2

(v21; v31) (v22; v32)

3 6

(v23; v33)
�

5

v31 v32 v�33 (v31; v32)

1 2 7 4

(v32; v33)
� (v31; v33)

9 8

(v32; v42)

1

(v33; v43) v43
3 4

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-
nible pour tous arête ou sommet restants considérés.

Si m = 4:
- n = 1; mt(S4;n) = 7: Supposons qu�on puisse faire une coloration

bt-dominante utilisant 7 couleurs, on colore le centre avec la couleur 7: Si
le centre est dominant pour cette couleur alors on colore les arêtes (o; v1i);
(i = 1; 2; 3; 4) choisies bt-dominantes avec les couleurs 1; 2; 3; 4 et choisir
deux sommets bt-dominants parmis les quatre sommets adjacents au cen-
tre, sans perte de généralité on peut prendre ou bien v11; v12 ou v11; v13
colorés respectivement avec les couleurs 5; 6: Alors il est simple de voir
que trois arêtes ou sommets ne peuvent être bt-dominants. Même raison-
nement pour le cas où on prend quatre sommets bt-dominants et deux
arêtes bt-dominantes adjacents au centre. Si le centre est non bt-dominant
pour cette couleur alors cette couleur va être portée par une des arêtes
(v11; v12); (v12; v13); (v13; v14); (v11; v14); alors sans perdre de généralité on
choisit comme arête bt-dominante colorée 7; (v12; v13): Il est simple de véri-
�er qu�au moins une classe de couleur ne contient de sommet ou arête bt-
dominant. Donc bt(S4;n) = 6; et une bt-coloration utilisant 6 couleurs est
donnée.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(v12; v13)
�

6

v11 v12 v13 v14 (v11; v12) (v13; v14) (v11; v14)

3 2 5 2 1 1 6

- n = 2; mt(S4;n) = 9. Les sommets et arêtes pouvant être bt-dominants
dans une coloration dominante totale utilisant 9 couleurs sont: o; v1i; (o; v1i); 1 �
i � 4; (v11; v12); (v12; v13); (v13; v14); (v11; v14). On raisonne de manière sim-
ilaire au cas précédent, en considérant le cas où le centre est bt-dominant et
le cas où il ne l�est pas et dans chacun des cas on peut véri�er qu�on n�arrive
pas à une 9-bt-coloration. Donc bt(S4;2) = 8:

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(v13; v23)
�

7

v23
2

v24
4

(v22; v23)

5

(v21; v24)

2

v11 v12 v�13 v14
6 5 8 7
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(v11; v12) (v12; v13)

7 6

(v13; v14)

3

(v11; v14)

8

(v11; v21) (v12; v22)

1 8

(v14; v24)
�

6

(v23; v24)

1

v21 v22 (v21; v22)

3 4 7

- n � 3; mt(S4;n) = bt(S4;n) = 9.
sommets ou arêtes o� (o; v11)

� (o; v12)
� (o; v13)

� (o; v14)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(v13; v23)
�

9

v11 v12
6 7

v13
8

v14 (v11; v12) (v12; v13) (v13; v14)

9 9 6 7
(v11; v14) (v11; v21)

�

8 7

(v12; v22)
� (v14; v24)

�

8 6

(v23; v24)

2

v21 v22
3 2

(v21; v22)

5

(v21; v24)

1

(v21; v31)

4

(v22; v32) (v23; v33) (v24; v34)

4 3 3

(v22; v23) v23 v24
1 5 4

(v21; v24) (v21; v31)

1 4

(v22; v32) (v23; v33)

4 3

(v24; v34)

3
Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-

nible pour tous arête ou sommet restants considérés.
Si m = 5.
- n = 1; mt(S5;n) = bt(S5;n) = 7.
sommets ou arêtes o� (o; v11)

� (o; v12)
� (o; v13)

� (o; v14)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(o; v15)
� v11

6 3

v12 v�13 v14 v15 (v11; v12) (v12; v13) (v13; v14)

2 7 6 5 7 5 3

(v14; v15)

7

(v11; v15)

1

- n = 2; mt(S5;n) = 9. Seules les arêtes (o; v1i); 1 � i � 5; (v1i; v1(i+1)); 1 �
i � 4; (v11; v15) et les sommets o; vi1; 1 � i � 5, peuvent être bt-dominants.
En citant de manière exhaustive toutes les manières de choisir les 9 som-
mets bt-dominants, il est impossible de faire une 9-bt-coloration. On a alors
bt(S5;2) = 8.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(o; v15)
� v11

6 5

v12 v13 v14 v�15 (v11; v12) (v12; v13) (v11; v15)
�

7 8 2 8 8 1 7

(v13; v14)

7

(v14; v15) (v11; v21) (v12; v22) (v13; v23) (v14; v24)

4 1 2 2 8
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(v15; v25) v25
3 5

Le reste des sommets et arêtes sont de degré 6, on �nit la coloration
proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour tous arête
ou sommet restants considérés.

- n � 3; mt(S5;n) = bt(S5;n) = 9.
sommets ou arêtes o� (o; v11)

� (o; v12)
� (o; v13)

� (o; v14)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(o; v15)
� v�11

6 9

v12 v13 v14 v15 (v11; v12) (v12; v13) (v11; v15)

5 8 2 3 8 9 7

(v13; v14)

7

(v14; v15)

8

(v11; v21) (v12; v22)
� (v13; v23) (v14; v24)

4 7 7 9

(v15; v25)

9

v21 (v21; v22)

6 1

v22
2

(v22; v23)

6

(v23; v24) v24
4 1

v�25 (v24; v25)

8 7

(v21; v25) v35
2 5

(v22; v32) (v25; v35)

4 4
Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-

nible pour tous arête ou sommet restants considérés.
Si m = 6:
- n = 1; mt(S6;n) = bt(S6;n) = 7.
sommets ou arêtes o� (o; v11)

� (o; v12)
� (o; v13)

� (o; v14)
� (o; v15)

�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6

(o; v16)
�

7
Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-

nible pour tous arête ou sommet restants considérés. -
n � 2; mt(S6n) = bt(S6n) = 9.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6

(o; v16)
�

7

v�11 v12 v�13 v14 v15 v16 v21 v23
8 6 9 7 5 4 3 5

(v11; v12) (v12; v13)

9 2

(v11; v16) (v13; v14)

5 8

(v14; v15) (v15; v16) (v11; v21) (v12; v22)

1 8 7 8

(v13; v23) (v14; v24) (v15; v25) (v16; v26)

3 9 9 9
Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-

nible pour tous arête ou sommet restants considérés.
Si m = 7:
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- n = 1; mt(S7;n) = bt(S7;n) = 8.
sommets ou arêtes o� (o; v11)

� (o; v12)
� (o; v13)

� (o; v14)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(o; v15)
�

6

(o; v16)
�

7

(o; v17)
�

8
Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-

nible pour tous arête ou sommet restants considérés.
- n � 2; mt(S7;n) = bt(S7;n) = 9.
sommets ou arêtes o� (o; v11)

� (o; v12)
� (o; v13)

� (o; v14)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5

(o; v15)
�

6

(o; v16)
�

7

(o; v17)
�

8

v11 v16 v�17
5 2 9

(v11; v12)

9

(v11; v17)

4

(v13; v14)

9

(v15; v16)

9

(v16; v17)

3

(v17; v27)

7

v27
6

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur dispo-
nible pour tous arête ou sommet restants considérés.

Si m � 8 et n � 1; on a mt(Sm;n) = bt(Sm;n) = m + 1. Il su¢ t
de prendre comme sommet et arêtes bt-dominants le centre o et les arêtes
(o; v1i); 1 � i � m en leur a¤ectant les couleurs 1; :::;m + 1 respectivement
puis étendre cette coloration à tout le graphe ceci est possible puisqu�il existe
toujours une couleur disponible pour tous arête ou sommet restants.
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Résumé : Les transmissions croissantes des informations dans les réseaux 
publics soulèvent un nombre conséquent de problèmes qui ne sont pas tous 
encore résolus. Nous citons, par exemple, la sécurité, la confidentialité, 
l'intégrité et l'authenticité des données pendant leur transmission. Alors, le 
cryptage des données transmises se trouve l’une des solutions les plus 
prometteuses. Dans ce contexte, un schéma de transfert sécurisé des données 
images par exploitation des algorithmes évolutionnaires est proposé dans cet 
article. Les aptitudes du schéma proposé pour la confusion, la sensibilité à 
l’image nette et la clef ont été testées. De même, les résultats obtenus montrent 
l’efficacité du schéma contre les attaques avancées. 
 
Mots clés : Sécurité, confidentialité, cryptage, chiffrement, optimisation, 
algorithme évolutionnaire, attaques avancées. 
 
 

1 Introduction 
 

L’évolution des techniques de traitement, de partage et de communication des images, 
s’accompagne d’une évolution des risques pour l’information alors sous forme 
numérique. Les possibilités d’accès distants et de communication de l’information 
sont améliorées mais les possibilités de fuites, de détournement et de modification de 
l’information sont aussi plus importantes, voire même facilitées par la mise à 
disposition d’outils de surveillance des réseaux et d’outils d’édition avancée de 
l’information comme les logiciels d’imagerie. 
 

Cependant, ce sont les conséquences liées à la survenance de ces risques qui 
introduisent le besoin de protection de l’information où la cryptographie, qui est la 
science du chiffrement, s’est imposée comme passage incontournable dans le transit 
des informations sensibles. Ainsi, un crypto-système doit assurer un maximum de 
brouillage de l’information à chiffrer en utilisant une méthode difficilement 
contournable. Mais avec la puissance montante des ordinateurs, la cryptographie reste 
un domaine en plein mouvement pour suivre les nombreux progrès des cryptanalyses. 
Ainsi, certains algorithmes ont été remis en cause, tel que le DES [1] [2] [3] qui a été 
remplacé par 3DES [1] [4] puis récemment par AES [5]. De plus, la sécurité de RSA 
[6] est directement liée au progrès de la factorisation d'entiers qui peut être révélé un 
jour. 
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En parallèle, ces dernières années ont vu l’émergence de techniques de vie 
artificielle imitant les processus de l’évolution naturelle pour résoudre des problèmes 
complexes. Ces méthodes d’optimisation ou d’apprentissage permettent de résoudre 
des problèmes auxquels les méthodes classiques n’apportent pas de réponses 
satisfaisantes. Parmi ces méthodes, on distingue les algorithmes évolutionnaires de 
l'évolution darwinienne des populations biologiques qui leur permit d’évoluer au 
cours du temps en créant des systèmes biologiques très complexes adaptés à de 
nombreuses conditions [7]. C’est d’ailleurs ces algorithmes que nous avons utilisé 
pour développer notre nouvel algorithme de chiffrement, motivé dans ce cas, par 
l’adaptabilité et l’efficacité d’application de ces algorithmes dans un tel domaine à 
cause de leur large utilisation de l’aléatoire. 
Dans les sections suivantes nous présentons les différentes étapes du nouveau 
processus cryptographique. 
 
2 Algorithmes évolutionnaires 
 
Les algorithmes évolutionnaires représentent une famille assez riche et très 
intéressante d’algorithmes d’optimisation stochastique fondés sur les mécanismes de 
la sélection naturelle et de la génétique. Les champs d’application sont fort diversifiés 
et leur efficacité a été démontrée sur plusieurs domaines (voir par exemple [8]). Ainsi, 
on les retrouve aussi bien en théorie des graphes qu’en compression d’images 
numérisées ou encore en programmation automatique [9], [10], [11], [12]. Les raisons 
de ce nombre d’applications sont claires. Leur principe est d’opérer une recherche 
stochastique sur un important espace à travers un ensemble – une population – de 
pseudo-solutions. Ces algorithmes sont simples et très performant dans leur recherche 
d’amélioration. De plus, ils ne sont pas limités par des hypothèses contraignantes sur 
le domaine d’exploration. 
 

Utilisant globalement le processus évolutionnaire dont le principe sera décrit dans 
la section qui suit, les algorithmes évolutionnaires (AEs) couvrent un ensemble 
d’algorithmes et de techniques. On retrouve alors quatre classes principales :  

• La programmation évolutionnaire proposée par Fogel [13];  
• Les stratégies d'évolution proposées indépendamment par Rechenberg [14] et 

Schwefel. 
• Les algorithmes génétiques proposés par Holland [15]; 
• Beaucoup plus tard, une autre classe révolutionnaire vit le jour. Il s’agit de la 

programmation génétique proposée par Koza [16]. 
 

La différence entre ces catégories est essentiellement d’ordre historique. 
Actuellement, la distinction entre elles est de plus en plus floue puisqu’elles ne 
diffèrent que sur le type de codage des individus, les détails d'implémentation des 
opérateurs génétiques (croisement et mutation) et sur les procédures de sélection et de 
remplacement de la population. 

 
 

3 Algorithme développé (OIEEA) 
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Le principal avantage des algorithmes évolutionnaires vient de leur capacité à traiter 
le problème en ne possédant qu’un minimum d’informations sur celui-ci et en ne 
laissant aucun détail sur les calculs intermédiaires menant aux résultats. Ce dernier 
point convient parfaitement au domaine de chiffrement de données pour compliquer 
voir même pénaliser toutes tentatives de cryptanalyse. 
Ainsi, le problème considéré qui est celui de chiffrement de données, est résolu par 
une procédure d’optimisation (algorithme évolutionnaire) qui retient la structure 
générale décrite dans la section précédente. 
 

 Dans cette section, nous allons présenter les deux phases essentielles de notre 
algorithme de chiffrement évolutionnaire à savoir la phase de chiffrement et celle de 
déchiffrement. La figure 1 résume le principe de fonctionnement de l’algorithme 
proposé. La phase de chiffrement est assurée par exploitation du cycle évolutionnaire. 
La phase inverse corresponde à l’opération de déchiffrement. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1. Principe de fonctionnement de l’algorithme développé. 
 

3.1 Chiffrement 
 
Les grandes lignes des différentes étapes de l’opération de chiffrement de 
l’algorithme crypto-évolutionnaire proposé sont présentées en ce qui suit : 
 
1) Codage : Cette opération consiste à transformer l’image en code particulier. En 
choisissant le RGB (Red Green Blue) comme espace de représentation d’images, le 
codage qu’on propose consiste à calculer le nombre d’occurrence des 256 valeurs 
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possibles que peut prendre les trois composantes R, G et B. Ainsi, le génotype résultat 
regroupe 768 gènes (voir figure 2). 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2. Codage des individus. 
 
Où : ORi (respectivement OGi et OBi) est le nombre d’occurrence des valeurs de la 
matrice composante R (respectivement G et B) qui égale à i. 
 
Remarque : 
Si pour une valeur donnée de l’intervalle [0,255] aucune des valeurs de la composante 
R (G ou B) codant l’image n’est égale à cette valeur, alors son nombre d’occurrences 
est nul. Ainsi, la valeur du gène correspondant vaut 0. 
 
2) Initialisation :  La population initiale est celle qui servira de population souche à 
l’algorithme génétique. Sa composition peut influencer la vitesse de convergence de 
l’algorithme et par conséquent elle ne peut pas être constituée de manière arbitraire. 

Dans notre cas, les individus formant la population initiale sont obtenus par 
perturbations aléatoires du chromosome initial représentant le codage de l’image 
originale. Ainsi, le processus évolutionnaire aura le sens d’un processus 
cryptographique en partant du codage de l’image originale pour arriver à la solution 
finale représentant le codage de l’image chiffrée correspondante. 

 
3) Reproduction : Pour assurer la reproduction de nouveaux individus, on fait appel 
à des opérateurs génétiques (croisement et mutation). Le croisement permet la 
création de nouveaux individus à partir du patrimoine génétique de parents. Cette 
reproduction a pour but d’engendrer des individus enfants mieux adaptés que leurs 
parents. Le plus souvent, deux enfants sont crées par le croisement de deux parents 
sélectionnés. 
 

La mutation d’un individu consiste à modifier localement son patrimoine 
génétique afin de générer un nouvel individu. Ainsi, un ou plusieurs gènes sont tirés 
aléatoirement puis sont modifié en assurant que la résultante est une solution 
admissible au problème. 

 
Comme opérateur de croisement, notre choix s’est porté sur l’opérateur OX 

«Order Cross-over» proposé par Davis [17] qui consiste à générer des descendants 
avec un taux de 60% à 100% [18]. Quand à la mutation, nous appliquons une simple 
permutation aléatoirement de deux gènes d’un chromosome et cela avec un taux de 
0,1% à 5% [18].  
 

284



4) Evaluation : Aucune hypothèse n’existe pour définir la fonction fitness à 
maximiser, le calcul de la fonction d’adaptation peut ainsi être quelconque, que ce soit 
une simple équation ou une fonction affine. La manière la plus simple est de poser la 
fonction d’adaptation comme la formalisation du critère d’optimisation. C’est 
d’ailleurs ce que nous avons fait où la fonction d’évaluation que nous avons défini 
(expression 1) représente l’écart qu’on cherche à maximiser entre les nombres 
d’occurrence des différentes valeurs possibles du codage des pixels de l’image 
originale et ceux des pixels de l’image chiffrée ; c’est celle donnée ci-dessous : 
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Cette fonction est équivalente à celle donnée à travers l’expression 2 et c’est celle qui 
est finalement adoptée. 

(2)       )(
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1
0

∑
=

−=
j

jji OOIF
i

       

Avec : Ii = [O1, O2,…, O768], Pop = {I1, I2,…, Im} où m est un paramètre de réglage et 

ij
O est le jème gène du ième individu. 

 
5) Sélection : Le rôle de la sélection est d’assurer majoritairement la survie des 
meilleurs éléments à travers les générations. Il est tout de même important de ne pas 
se limiter seulement aux meilleurs individus et ce afin de conserver une diversité 
génétique suffisante. En effet, même les individus les moins bien adaptés peuvent, par 
croisement ou mutation, engendrer une descendance pertinente par rapport au critère 
d’optimisation. L’opérateur de sélection a pour mission de choisir dans la population 
présente les futurs parents nécessaires à l’étape de remplacement. Dans notre cas, 
nous avons choisi d’utiliser la sélection proportionnelle [19]. 
 
6) Arrêt :  Il peut être défini en fonction du nombre de génération, de l’adaptation du 
meilleur individu, etc. 
La convergence de notre algorithme est assurée par une double condition d’arrêt dont 
l’une est celle donnée par l’expression (3) en plus d’un nombre maximal d’itérations 
fixé expérimentalement et à ne pas dépasser. 
 

NIF i ×≤≤ 768)(0          (3) 

 
3.2  Déchiffrement 

Le processus de déchiffrement permet la reconstitution de l’image originale. Pour 
le récepteur qui possède l’image cryptée et la clé, le processus de déchiffrement est 
très simple et efficace. Après l’introduction de la bonne clé, il permet la permutation 
des positions des nombres d’occurrences des pixels de l’image cryptée pour obtenir 
ceux des pixels de l’image originale. De ce fait, elle varie d’une instance du problème 
à une autre. 
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4  Résultats expérimentaux et interprétation 
L’application de l’algorithme décrit ci-dessus requiert le réglage d’un certain 

nombre de paramètres. Dans la littérature et depuis les travaux pionniers de 
Grenfenstette [18], plusieurs travaux ont traité de ce sujet tels que [20], [21], [22], 
[23] et [24]. Cependant, en pratique les paramètres des AEs sont, souvent, réglés 
approximativement par tâtonnement. 
 

À partir des images originales des figures 3.a et 4.a, nous avons appliqué notre 
algorithme pour obtenir les images chiffrées des figures 3.b et 4.b. Nous constatons 
que les images originales contiennent plus ou moins de zones homogènes ou textures 
(figures 3.a et 4.a). Cela se vois sur leurs histogrammes correspondants (Figures 3.c-e 
pour l’image Smile et Figures 4.c-e pour l’image Lena). Cependant, ce phénomène 
n’apparaît pas sur les histogrammes correspondants aux images chiffrées (figures 3.f-
h pour l’image Smile et 4.f-h pour l’image Lena). Le cryptage est alors bon parce 
qu’il est difficile de deviner la nature de l’image à partir de l’image chiffrée (image 
médicale échographie par exemple qui contient de grandes zones homogènes). 

 

  
(a) (b) 

   
(c) (d) (e) 

   
(f) (g) (h) 

Fig. 3. a) Image originale Smile, b) Image cryptée, c) Histogramme de la 
composante R de l’image (a), d) Histogramme de la composante V de 

l’image (a), e) Histogramme de la composante B de l’image (a), f) 
Histogramme de la composante R de l’image (b), g) Histogramme de la 
composante V de l’image (b), h) Histogramme de la composante B de 

l’image (b). 
 

Le tableau 1 présente un résumé des résultats de chiffrement des images test en 
termes de valeurs de convergence représentative du niveau de confusion de 
l’algorithme et de temps d’exécution. D’après ces résultats, nous constatons que le 
temps d’exécution est indépendant de la taille de l’image où la différence en temps de 
chiffrement de l’image Smile de taille égale à 1190 pixels et le temps de chiffrement 
de l’image Lena ayant une taille égale à 17161 pixels est très rudimentaire en 
comparaison avec la grande différence en taille entre les deux images. La toute petite 
différence correspond aux opérations de codage (représentation chromosomique) et de 
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décodage (génération de l’image chiffrée à partir de la représentation 
chromosomique). 

 

  
(a) (b) 

   
(c) (d) (e) 

   
(f) (g) (h) 

Fig. 4. a) Image originale Lena, b) Image cryptée, c) Histogramme de la 
composante R de l’image (a), d) Histogramme de la composante V de 

l’image (a), e) Histogramme de la composante B de l’image (a), f) 
Histogramme de la composante R de l’image (b), g) Histogramme de la 
composante V de l’image (b), h) Histogramme de la composante B de 

l’image (b). 
 

Tableau 1. Résultats de chiffrement des images tests Smile et Lena. 

     
 
 
 

  VC : valeur de convergence 
  T :    temps d’exécution 

 
Il est utile de noter que l’image reconstruite est identique à l’image originale, donc 

il n’y a aucune perte d’information et la valeur du PSNR tend vers l’infini. 
 
5 Analyse de la sécurité 
 

De façon générale, un crypto-système est qualifié de bon s’il assure la confidentialité 
des données secrètes durant leur durée de validité. Cependant, la résistance aux différentes 
tentatives d’attaques ou de cryptanalyses est la principale mesure de la qualité d’un 
crypto-système. Cette mesure s’appelle la sécurité [25]. Les critères utilisés pour évaluer 
la sécurité de notre crypto-système proposé sont les suivants : la vitesse de l’algorithme, 
l’attaque statistique, l’attaque différentielle, l’attaque exhaustive et l’analyse de l’espace 
des clefs. 

 

 Taille image VC T(s) 
L’image Smile 34 X 35 5832 2.92 
L’image Lena 131 X 131 56674 3.37 
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5.1 Vitesse de l’algorithme 
 

En plus du paramétrage, la vitesse de l’algorithme dépend étroitement du codage 
utilisé. Un mauvais codage affecte non seulement la qualité de l’algorithme en termes 
d’optimalité de solutions mais aussi en termes de temps de convergence. Dans le cas 
de notre problème, par exemple, si le codage dépend de la taille de l’image à chiffrer 
cela affectera grandement la vitesse de l’algorithme puisque le temps de traitement 
des images de grandes tailles sera beaucoup plus grand que celui de traitement des 
images de petites tailles, chose due à la taille des chromosomes manipulés durant les 
générations de l’évolution. Notre codage proposé unifie la taille des chromosomes 
codant des images de différentes tailles. Ainsi, le temps de traitement est indépendant 
de la taille des images traitées. En plus et d’après les résultats expérimentaux 
présentés dans le tableau 1, nous constatons que le temps de convergence de 
l’algorithme proposé est très raisonnable (de l’ordre de 3 secondes dans le cas de 
l’image Smile et de 4 secondes dans le cas de l’image Lena). 

 
5.2 Attaque statistique 
 

Ce type d’attaque considère le crypto-système comme une boite noire, il analyse 
statistiquement les entrées et les sorties de ce système. Pour se faire, nous avons 
utilisés les mesures suivantes dans le but d’évaluer ou de quantifier la différence entre 
l’image originale et l’image cryptée correspondante : 
Le facteur NPCR (Number of Pixels Change Rate) donné par l’expression (4), l’erreur 
absolue moyenne (MAE : Mean 
Absolute Error) donnée par l’expression (6) et l’erreur quadratique moyenne (MSE 
:Mean Square Error) donnée par l’expression (7). Le tableau 2 résume les valeurs des 
différentes mesures obtenues après les testes qui ont été effectués sur les images 
Smile et Lena et leurs images chiffrées correspondantes (voir figure 3 et 4). 

Tableau 2. Niveaux de confusion 

 NPCR MAE MSE 
L’image Smile 0.8489 8.7283 X 10-4 1.2385 X 10-6 
L’image Lena 0.9955 9.4892 X 10-4 1.3788 X 10-6 
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5.3 Attaque différentielle 
 

Les algorithmes de chiffrement par blocs, tels que la majorité des algorithmes 
s’inscrivant sous le mode de chiffrement symétrique (DES, 3DES, AES), permettent à 
la cryptanalyse différentielle d’être appliquée en parallèle sur les différents blocs. Et 
comme OIEEA opère sur l’image entière pour obtenir l’image chiffrée, donc il sera 
difficilement cassé, voir même hors porté de ce type d’attaque. 

 
5.4 Attaque exhaustive 
 

L’attaque exhaustive est l’attaque la plus destructive que peut subir un crypto-
système. Elle réussit toujours à remettre en cause des crypto-systèmes utilisant des 
clés de petites tailles (DES). Notre clé utilisée est la concaténation de 768 nombres 
représentant des permutations de positions des nombres d’occurrences, donc elle est 
de taille égale à 6144 bits pour des images de taille ne dépassant pas 255 pixels sinon 
la taille de la clé est de 12288 bits si l’image est de taille comprise entre 256 et 65535 
pixels. Il est clair que ces tailles de clé sont largement suffisantes pour pénaliser toute 
attaque exhaustive. 
Ce point est bien pris en considération dans la conception de notre algorithme. 
Premièrement, par le fait que la clé utilisée est une clé calculée à partir de l’image 
originale et de l’image chiffrée correspondante, donc elle change d’une instanciation 
du problème à une autre puisque le cryptage successif d’une même image donne 
généralement lieu à un ensemble varié d’images chiffrées. 
 
5.5 Analyse de l’espace des clés 
 

Ici, nous testons la sensibilité du processus cryptographique proposé aux clés utilisées. 
Dans notre cas, la clé générée est une clé calculée à partir de l’image originale et de 
l’image chiffrée correspondante, donc elle change d’une instanciation du problème à 
une autre. Ainsi, le cryptage successif d’une même image donne lieu à un ensemble 
d’images chiffrées différentes ce qui entraînera, à chaque fois, la génération d’une clé 
de session différente pour le chiffrement de la même image originale. Cela dotera 
notre méthode de cryptage d’une très grande sensibilité aux clés puisque toute clé 
interceptée d’une manière illégale ne servira que pour le déchiffrement d’une seule 
version chiffrée d’une même image donc elle ne sera plus utile par la suite. 
 
6 Conclusion 
 

Dans ce travail nous avons présenté un schéma efficace de cryptage d’images dans 
lequel nous avons développé un nouvel algorithme de chiffrement d’images par 
exploitation des algorithmes évolutionnaires. Leur application nécessite d’une part un 
bon réglage de paramètres et d’autre part un codage adéquat vis-à-vis du problème à 
résoudre. Les résultats obtenus montrent que le mode de codage que nous avons mis 
au point présente des aptitudes dans la confusion et dans la sensibilité à l’image 
originale et à la clé générée. De plus, l’algorithme proposé peut servir au cryptage de 
tout type d’images à cause du temps réduit de chiffrement et de déchiffrement. 
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Résumé. Bien que la transformée en ondelettes est efficace pour la compression 
des images numériques, elle ne préserve pas les contours, car elle est souvent 
utilisée de manière séparable sur l’axe horizontal et vertical de l’image. Nous 
proposons dans ce papier une technique de compression des images basée sur 
les bandelettes et l’optimisation des bases de bandelettes par les essaims 
particulaires et la recherche taboue. Une transformée qui permet de capturer les 
singularités le long des contours. Cette technique d’optimisation par essaim de 
particules PSO est appliquée sur un dictionnaire de bases de bandelettes pour 
sélectionner la base qui donne la meilleure représentation de l’image. Afin 
d’éviter le problème de minima locaux, nous proposons la PSO hybridée avec 
la méthode de recherche taboue. 

Mots-clés : compression, ondelettes, bandelettes, essaims particulaires, 
recherche taboue. 

1   Introduction 

Les nouveaux systèmes d’imagerie servent à fournir des données de plus en plus 
précises, détaillées et aussi plus complexe. La nécessité de stockage de ces 
informations est donc évidente, mais les espaces de stockage sont considérables et ne 
cessent d’augmenter suivant l’évolution des technologies. La réponse à la gestion de 
cette quantité importante de données et le seul moyen de réduction de la taille de ces 
informations  est la compression.   

 
La régularité géométrique  des images naturelles est une caractéristique 

intéressante  et un élément important dans la compression. Malgré le succès des 
ondelettes [1] [2] pour la représentation de singularités ponctuelles, elles ne sont pas, 
dans les images, adaptées à la représentation des singularités le long des contours à 
cause de  leur schéma séparable qui  n’est pas adapté à la représentation des contours. 
L’exploitation de cette régularité a suscité beaucoup de chercheurs de trouver des  
transformées directionnelles qui surmontent le problème de régularité. Les 
transformées directionnelles sont divisées d’après les chercheurs en  approches 
adaptatives et non adaptatives .Dans les approches non-adaptatives la plupart des 
transformées ne sont pas utilisées en compression à cause de leur  redondance (il y a 
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plus d’information en sortie qu’en entrée) .Parmi les transformées utilisées dans ce 
type non-adaptative, nous citons entres autres,  la transformée de Radon [3][4], La 
transformée  Ridgelet [5][6] et  les curvelets [7].  Pour les approches adaptatives, ce 
sont  des approches qui   dépendent du signal et qui offrent une plus grande flexibilité 
que les approches non adaptatives,  les transformées que l’on trouve dans ce 
type sont: le Matching pursuit [8],Brushlets [9], les bandelettes [10], et les Beamlets 
[11]. 

 
Dans ce papier, nous avons proposé une nouvelle  transformée introduite par Le 

Pennec et Mallat, à bases adaptées qui est, la transformée en  bandelettes.  
 
Les bandelettes  sont construites à partir d'ondelettes bidimensionnelles déformées 

le long du flot géométrique. On distingue deux générations des bandelettes, la 
première génération proposée par  Le Pennec en 2002 [12]  et une seconde génération 
développée par Peyré en 2005 [13][14]. 

 2   Première génération de bandelettes 

Selon  Le Pennec et Mallat [12]  les bandelettes sont des frames qui garantissent  
une représentation optimale des fonctions de θα. Elles  forment un dictionnaire de 
frames adaptées aux images de θα.  Pour tout  f Є θα.   il existe un frame de 
bandelettes B dans lequel l'erreur d'approximation non linéaire est bornée par  

 
                                                 �f − f���

�  ≤ CM
.                                                     (1) 
 
 Au départ la construction  des bandelettes se fait  localement au voisinage d'une 

singularité sur des domaines en forme de tubes ou de bandes. La représentation de la 
bande donnée par la formule: 

 
         B={(x1,x2) :x1 Є [a1,b1], x2 Є [g(x1)+a2,g(x1)+b2]}.                        (2) 
  
La représentation d’une déformation locale de l’image  est donnée par                       

Wf (x1,x2) = f(x1,x2+ g(x1)). Avec  g  la géométrie locale. WB  est un  rectangle qui 
a une  base orthogonale adaptée à la régularité de Wf, voici  la base B  de  bandelettes, 
son support est dans une bande autour de la courbe g. 

 
B={ ϕl,m1(x1)ϕj,m2(x2-g(x1)); ϕj,m1(x1)φj,m2(x2-g(x1))  ϕj,m1(x1)ϕj,m2(x2g(x1))} 

    (j, l> j ,m1,m2) IB .                  (3) 

3   Seconde génération de bandelettes 

La transformée en bandelettes par groupements est une  version  de la transformée 
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en bandelette pour la compression, son  objectif est d’exploiter les régularités 
géométriques le long des contours dans les sous
ondelettes. Cette seconde génération considère un champ d'orientations plutôt qu'un 
nombre restreint de courbes. Ce champ indique l'orientation locale à l'intérieur de 
blocs de l'image. Comme nous l’avons déjà cité, les ondelettes ne peuvent pas 
exploiter la régularité géométrique surtout sur une longueur d’une dizaine de pixels, 
pour cela on divise les sous
de taille   4 × 4 (16 coefficients), et par la suite on transforme les coefficients de ces 
blocs en des coefficients de bandelettes  en  projetant les coefficients d’ondelettes de 
chaque bloc dans une base polynomiale. Pour chaque bloc on effectue un groupement 
des pixels (coefficients) selon un ensemble de directions. Il existe des dictionnaires 
qui contiennent un ensemble de bases directionnelles, chaque base contient 16 blocs 
de 16 coefficients, par une simple projection des blocs de  coefficients d’ondelette sur 
les blocs  des  bases de bandelettes de ces dictionnaires on trouve les coefficients d
bandelettes. 

La construction d’une image (après la compression en appliquant la transformée en 
bandelettes) avec des contours bien clair
appliqué, dans ce papier, une technique d’optimisation sur un dictionnaire de bases  
afin de trouver la meilleure base qui donne la meilleure représentation aux contours.  

 
 Le suivant paragraphe détaille la méthode

4   Optimisation par essaims particulaires

L’optimisation par essaim de particules PSO [15][16][17][18] est une 
métaheuristique née en 1995 aux États
Optimization, elle a été proposée  par R. Eberhart et J. Kennedy[19][20][21]. La 
technique a vu le jour sous la fo

en bandelette pour la compression, son  objectif est d’exploiter les régularités 
géométriques le long des contours dans les sous-bandes de la transformée en 
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blocs de l'image. Comme nous l’avons déjà cité, les ondelettes ne peuvent pas 

égularité géométrique surtout sur une longueur d’une dizaine de pixels, 
pour cela on divise les sous-bandes de détails de la transformée en ondelettes en blocs 
de taille   4 × 4 (16 coefficients), et par la suite on transforme les coefficients de ces 

en des coefficients de bandelettes  en  projetant les coefficients d’ondelettes de 
chaque bloc dans une base polynomiale. Pour chaque bloc on effectue un groupement 
des pixels (coefficients) selon un ensemble de directions. Il existe des dictionnaires 

contiennent un ensemble de bases directionnelles, chaque base contient 16 blocs 
de 16 coefficients, par une simple projection des blocs de  coefficients d’ondelette sur 
les blocs  des  bases de bandelettes de ces dictionnaires on trouve les coefficients d

 
  

Fig. 1: Dictionnaire des bases directionnelles. 
 

La construction d’une image (après la compression en appliquant la transformée en 
s) avec des contours bien clairs est motivé par le choix de base. On a 

appliqué, dans ce papier, une technique d’optimisation sur un dictionnaire de bases  
afin de trouver la meilleure base qui donne la meilleure représentation aux contours.  

Le suivant paragraphe détaille la méthode d’optimisation par essaims particulaires.

Optimisation par essaims particulaires 

L’optimisation par essaim de particules PSO [15][16][17][18] est une 
métaheuristique née en 1995 aux États-Unis sous le nom de Particle Swarm 
Optimization, elle a été proposée  par R. Eberhart et J. Kennedy[19][20][21]. La 
technique a vu le jour sous la forme d’une simulation simplifiée d’un milieu social, tel 

en bandelette pour la compression, son  objectif est d’exploiter les régularités 
bandes de la transformée en 

lettes. Cette seconde génération considère un champ d'orientations plutôt qu'un 
nombre restreint de courbes. Ce champ indique l'orientation locale à l'intérieur de 
blocs de l'image. Comme nous l’avons déjà cité, les ondelettes ne peuvent pas 

égularité géométrique surtout sur une longueur d’une dizaine de pixels, 
bandes de détails de la transformée en ondelettes en blocs 

de taille   4 × 4 (16 coefficients), et par la suite on transforme les coefficients de ces 
en des coefficients de bandelettes  en  projetant les coefficients d’ondelettes de 

chaque bloc dans une base polynomiale. Pour chaque bloc on effectue un groupement 
des pixels (coefficients) selon un ensemble de directions. Il existe des dictionnaires 

contiennent un ensemble de bases directionnelles, chaque base contient 16 blocs 
de 16 coefficients, par une simple projection des blocs de  coefficients d’ondelette sur 
les blocs  des  bases de bandelettes de ces dictionnaires on trouve les coefficients de 

La construction d’une image (après la compression en appliquant la transformée en 
s est motivé par le choix de base. On a 

appliqué, dans ce papier, une technique d’optimisation sur un dictionnaire de bases  
afin de trouver la meilleure base qui donne la meilleure représentation aux contours.   

d’optimisation par essaims particulaires. 

L’optimisation par essaim de particules PSO [15][16][17][18] est une 
Unis sous le nom de Particle Swarm 

Optimization, elle a été proposée  par R. Eberhart et J. Kennedy[19][20][21]. La 
rme d’une simulation simplifiée d’un milieu social, tel 
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que le déplacement des oiseaux à l’intérieur d’une volée, elle se base sur la 
collaboration des individus entre eux, l’individu est appelé particule, l’essaim désigne 
l’ensemble des particules. Le processus de recherche est basé sur les deux règles 
suivantes: 

 
1. Chaque particule est dotée d’une mémoire qui lui permet de mémoriser le 

meilleur point par lequel elle est déjà passée et elle a tendance à retourner vers ce 
point. 

2. Chaque particule est informée du meilleur point connu au sein de son 
voisinage et elle va tendre à aller vers ce point. 
Dans un système PSO, initialement, chaque particule est positionnée aléatoirement 
dans l’espace de recherche, Elle va être pilotée dans l'espace multidimensionnel de 
recherche en ajustant sa position  Xi(t) selon sa propre expérience et celle des 
particules voisines. Chaque particule dans l'essaim est déplacée vers le point optimal 
en ajoutant une vitesse Vi(t) à sa position , mise à jour de la position par     

                                              X i (t) = Xi (t-1)+ Vi (t) .                                         (4) 

     La vitesse de chaque particule est mise à jour par :  

                            Vi(t)= Vi(t-1)+ϕ1 (Pi - Xi(t-1)+ ϕ2 (Pg - Xi(t-1))                              (5).  

 ϕ1 et ϕ2 sont des paramètres utilisés  pour ajuster l’importance des  termes (Pi - Xi(t-
1) et ϕ2 (Pg - Xi(t-1), Vi(t) Є [Vmin(t), Vmax(t)].Si une particule  sort de l'intervalle 
[Xmin(t), Xmax(t)], on lui attribue la valeur du point frontière le plus proche. 

  
Fig. 2: Mise à jour d’une particule. 

 
   Nous récapitulons  les définitions précédentes par l’algorithme PSO  suivant :   

 
 
Algorithme: Optimisation par essaims particulaires 

Initialisation des paramètres Xi,Vi,Vmax,Xmin,Xmax 
For  t=1 au temps maximum 
For i=1 au nombre de particules 
If  G(Xi)> G(pi)            //G() évaluer la qualit é 
pi= Xi                      // pi meilleure positio n 
EndIf 
g=i                         //arbitraire 
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For  j =   index des voisins de la particule i 
If G(pj)>G(pg) then g=j      //index de la meilleur e     

particule globale 
Next  j 
Vi(t)= Vi(t-1)+ ϕ1 (Pi - Xi(t-1)+ ϕ2 (Pg - Xi(t1)), 
                                     Vi ∈ (-Vmax, +Vmax)  
Xi (t) = Xi (t-1)+ Vi (t) , Xi ∈  (Xmin, Xmax) 
Next i 
next t, jusqu’à obtention du critère d’arrêt 

 
Cette  technique d’optimisation a été, dans ce papier, appliquée sur l’ensemble de 

bases de bandelettes, nous l’avons également hybridé avec la technique de recherche 
taboue pour éviter   les minima locaux.    

5  PSO basée sur le concept de la recherche taboue TL-PSO 
[23][24][25][26] 

La recherche taboue est une métaheuristique développée en 1986 par Fred Glover, 
l’objectif   est de pouvoir mémoriser l’historique  de solutions en passant  d’une 
solution valide à une autre. Nous avons  hybridé la technique PSO avec celle de 
recherche taboue pour pouvoir éviter le problème de minima locaux. L’algorithme 
hybridé procède de la manière suivante : pour chaque particule sa meilleure 
information  sera stockée   dans une liste taboue, Quand une particule veut se déplacer 
vers une autre particule, pour chercher la solution, elle consulte la liste taboue 
(historique des solutions), et on met à jour sa vitesse grâce à l’historique des 
informations données par les autres particules. 
 

 L’algorithme TL-PSO est comme suite : 

 

Algorithme : TL-PSO  

Initialisation des paramètres X i ,V i ,V max, X min , X max 

For  t=1 au temps maximum 
    For i=1 au nombre de particules  
        If  G(X i )> G(p i )      //G() évaluer la qualité 
                  p i = X i                // p i  meilleure position 
        EndIf 
                g=i                        //arbitr aire 
        For  j=index des voisins de la particule i 

             If  G(p j )> G(p g) then g=j  //index de la       
meilleure particule globale 

             Tabu = p g 

         Next  j 
         Consulter Tabu 

          V i (t)=V i (t-1)+ ϕ1(P i - X i (t-1)+ ϕ2(P g - X i (t-1)),        
Vi ∈  (-V max, +V max) 
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            X i  (t) = X i  (t-1)+ V i  (t) , X i  ∈  (X min , X max) 
      Next i 
next t, jusqu’à obtention du critère d’arrêt 

6  Expérimentation  

Nous avons  choisi un dictionnaire de 10 bases avec des  directions différentes, 
pour cela notre essaim va contenir 10 particules. 

 
Après avoir divisé les sous-bandes de détail de la transformée en ondelettes en des 

blocs de 16 coefficients, on effectue un produit scalaire entre chaque bloc  de la 
transformée en ondelettes et  les vecteurs de la base choisie pour avoir des blocs de 
coefficients de bandelettes. On répète la même opération pour les autres bases (on 
projette les blocs de coefficients d’ondelettes sur chaque base), dans ce cas nous 
aurons  10 blocs  de coefficients de bandelettes qui peuvent représenter un bloc de 
coefficients d’ondelettes (chaque bloc de coefficients de bandelettes appartient à une 
base). Pour la sélection des  blocs (bases), les particules se déplacent dans un espace 
de recherche en testant les meilleurs blocs entre elles suivant la technique PSO.  Le  
PSNR est utilisé pour tester l’efficacité des blocs : 

 

                        PSNR=10 log��
�� ���

���
                                                                                      (6). 

 

      Avec :                         MSE = �

�.�
∑ ∑ �I m, n$ − I%  m, n$ &

�
                           '$�(�

)*�
�(�
�*� . 

 
   X��� : la luminance maximale possible. 

    I   : bloc original. 
    I%  : bloc d’approximation. 

                   

Après l’optimisation par essaims particulaires nous avons dressé les deux schémas 
suivants : 

 
 
 
 
 
 
 
 
           
             
PSNR          global optimal by PSO 
 

297



Base1 
 
 
 
                                                       

                                     
                                   1                       iterations 

 
Fig. 3: Meilleure particule (base1) en terme de PSNR après une seule itération 

 
 
 

                          
PSNR           global optimal by PSO 
 

   Base 5          
 
 
 
                                                       
                                     
                                                                                                                                                                                                     
                                     1             2        iterations 
 
           Fig. 4: Meilleure particule(base5) en terme de PSNR après deux itérations 
Le schéma suivant montre les résultats de PSO-TL 
 
                          
PSNR        global optimal by PSO-TL  
 
Base 5          
 
 
 
                                                       
                                     
                                                                                                                                                                                                            
                                     1             2            iterations 
          Fig. 5: Meilleure particule (base5) en terme de PSNR après une seule itération 
 

Table 1. PSNR des images en utilisant PSO et PSO-TL . 

  Image             PSNR/ itération  
    
                 (1itération)  

 
 

 (2 itérations et plus)  
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Lena (PSO) 28,30       29,30 

Lena (PSO-TL)  29,30       29,30 

   

 

 
                       (a)                                            (b)                                                (c)  
                                 
Fig. 6 : “(a) image originale”, “(b) image reconstruite par la  base1 « PSNR=28,75 trouvée 

par PSO après une seule itération »”, “(c) image reconstruite par la  base5 « PSNR=29,30 
trouvée par PSO-TL après une seule itération et par PSO après deux itérations »” 

 
Les trois schémas montrent les meilleures bases à travers lesquelles nous pouvons 

construire des images avec des meilleurs PSNR. D’après le premier schéma 
l’algorithme PSO a donné, après une seule itération, la base1 (particule) comme étant 
la solution optimale (c.-à-d. celle qu’à travers laquelle on peut atteindre le meilleur 
PSNR); le deuxième schéma montre qu’on peut atteindre l’optimum global (base 5) 
après deux itérations. Quant au troisième schéma, nous pouvons constater qu’avec 
l’algorithme PSO-TL on atteint l’optimum global  après une seule itération. 

 
Si on applique l’approche proposée  sur des images satellitaires, en 

utilisant le même dictionnaire, on obtient les résultats  suivants : 
 

        
                             (a)                                           (b)                                             (c) 

     Fig.7 : “(a) image originale”, “(b) image reconstruite par la base10 « PSNR=18,91 »”,                 
“(c)  image reconstruite par la base1 « PSNR=18,31 »” 
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7   Conclusion 

     La transformée en bandelette est très efficace pour la régularité géométrique le 
long des contours. Dans ce papier on a essayé de trouver  une base parmi les bases de 
bandelettes d’un dictionnaire donné qui, après la transformée en bandelettes, permet 
de nous offrir une image avec des contours bien claires, la sélection de cette base a été 
effectuée en utilisant la  technique d’optimisation par essaims particulaires afin de 
gagner du temps en cherchant la meilleure base. L’idée d’hybrider la méthode PSO 
avec la technique recherche taboue TL est très intéressante, cette dernière améliore le 
résultat et évite le problème de minima locaux. 
 

References 

1. B.K. Alpert. Wavelets and Other Bases for Fast Numerical Linear Algebra, pages 181–216. 
C. K. Chui, editor, Academic Press, San Diego, CA, USA, 1992. 

2. M. Vetterli, “Wavelets, approximation and compression,” in IEEE Signal Processing 
Magazine, Sept. 2001, pp. 59-73. 

3.  J. Radon, “Über die bestimmung von funktionen durch ihre integralwertelängs gewisser 
mannigfaltigkeiten,” in Berichte Saechsische Akademie der Wissenschaften,Leipzig. Math. 
Nat, 1917, vol. 69, pp. 262-277.  

4. F. Matús and J. Flusser, “Image representation via a finite radon transform,” IEEE 
Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, vol. 15(10), pp. 996-1006, Oct. 
1993. 

5. E. J. Candes, Ridgelets : Theory and Applications, Ph.D. thesis, Department of Statistics, 
Stanford University, 1998. 

6. M. N. Do and M. Vetterli, “Orthonormal finite ridgelet transform for image compression,” 
in IEEE International Conference on Image Processing, 2000, vol. 2,pp. 367-370. 

7. E. Candès and D. Donoho. Curvelets : A surprisingly effective nonadaptive representation 
of objects with edges. Vanderbilt University Press, 1999. 

8. S. G. Mallat and Z. Zhang, “Matching pursuit with time-frequency dictionaries,”in IEEE 
Transactions on Signal Processing, Dec. 1993, vol. 41, pp. 3397-3415 

9. F. G. Meyer and R. R. Coifman, “Brushlets : a tool for directional image analysisand image 
compression,” in Applied and Computational Harmonic Analysis, 1997,vol. 4, pp. 147-187 

10.  Erwan Le Pennec, Stéphane Mallat :Représentation d’Image par Bandelettes et Application 
à la Compression. 

11. D. L. Donoho and X. Huo,  « Beamlet pyramids : a new form of multiresolution analysis, 
suited for extracting lines, curves and objects from very noisy image data, » in SPIE 
Conference on Wavelet Applications in Signal and Image Processing, 2000, vol. 4119, pp. 
434-444. 

12.  Erwan Le Pennec, Stéphane Mallat : Bandelettes et représentation géométrique des images. 
13.  G. Peyré. Géométrie multi-échelle pour les images et les textures. Thèse de doctorat, École 

Polytechnique, 2005. 
14.  Gabriel Peyré, Stéphane Mallat : DISCRETE BANDELETS WITH GEOMETRIC 

ORTHOGONAL FILTERS, CMAP, Ecole Polytechnique 91128 Palaisau Cedex, France. 
15.  Kennedy, J., Everhart, R.: Particle Swarm Optimization. Proc. Of IEEE international 

Conference on Neural Networks (ICNN).(1995) 1942-1948 

300



16.  Merwe, D.W.: Engelbrecht A P. Data Clustering Using Particle Swarm Optimization. 
Evolutionary Computation, 2003. CEC '03. The 2003 Congress on. (2003) 215 – 220 

17.  Maurice Clerc and James Kennedy. The particle swarm–explosion, stability, and 
convergence in a multidimensional complex space. IEEE Transactions on Evolutionary 
Computation, 6(1):58–73, 2002. 

18.  Mudassar Iqbal and Marco A. Montes de Oca. An estimation of distribution particle swarm 
optimization algorithm. In Marco Dorigo, Luca M. Gambardella, Mauro Birattari, Alcherio 
Martinoli, Riccardo Poli, and Thomas St¨utzle, editors, LNCS 4150. Ant Colony 
Optimization and Swarm Intelligence. 5th International Workshop, ANTS 2006, pages 72–
83, Berlin, Germany, 2006. Springer-Verlag. 

19. James Kennedy and Russell Eberhart. A discrete binary version of the particle swarm 
algorithm. In Proceedings of the 1997 IEEE International Conference on Systems, Man, and 
Cybernetics, pages 4104 – 4108, Piscataway, NJ, USA, 1997. IEEE Press. 

20. Rui Mendes, James Kennedy, and José Neves. The fully informed particle swarm: Simpler, 
maybe better. IEEE Transactions on Evolutionary Computation, 8(3):204–210, 2004. 

21. Yuhui Shi and Russell Eberhart. Empirical study of particle swarm optimization. In 
Proceedings of the 1999 IEEE Congress on Evolutionary Computation, pages 1945–1950, 
Piscataway, NJ, USA, 1999. IEEE Press. 

22. Ioan C. Trelea. The particle swarm optimization algorithm: Convergence analysis and 
parameter selection. Information Processing Letters, 85(6):317–325, 2003. 

23. NAKANO et al., Particle swarm optimization based on the concept of tabu search (japonais) 
2007. 

24. ALLAHVERDI , AL-ANZI , A PSO and a tabu search heuristics for the assembly 
scheduling problem of the two-stage distributed database application,2006 

25. SHEN et al., Hybrid particle swarm optimization and tabu search approach for selecting 
genes for tumor classification using gene expression data, 2007 

26. XIANG et al.,Energy transmission modes based on Tabu search and particle swarm hybrid 
optimization algorithm, 2007 

 

301



Optimisation multicritères

302



Weak pseudo-invexity in multiobjective
programming

Hachem Slimani1 and Mohammed Said Radjef 2

Laboratory of Modeling and Optimization of Systems (LAMOS)
Computer Science Department 1, Operational Research Department 2

University of Bejaia, 06000 Bejaia, Algeria,
haslimani@gmail.com 1, radjefms@gmail.com 2

Abstract. In this paper, we introduce new classes of generalized invex
vector functions and we study Fritz-John type optimality for multiob-
jective problems. Relationships between these classes of vector functions
are established by giving several examples. Furthermore, optimality con-
ditions and a characterization of weakly efficient solutions are obtained
under weak pseudo-invexity and by using a new concept of generalized
Fritz-John vector critical point. The results obtained in this paper gen-
eralize and extend previously known results in this area.
Keywords: Multiple objective programming; Weak pseudo-invexity /
(ηi)i; Weak FJ-pseudo-invexity / (ηi)i and (θj)j ; Generalized Fritz-John
vector critical point; (Weakly) efficient solution.

1 Introduction

Convexity and generalized convexity play a central role in mathematical eco-
nomics, engineering, management science, and optimization theory. Therefore,
the research on convexity and generalized convexity is one of the most impor-
tant aspects in mathematical programming. Several new concepts concerning a
generalized convex function have been proposed. Among these, the concept of
invexity, for differentiable functions, introduced by Hanson in [9] has received
more attention. A function f : D ⊆ Rn → R is said to be invex at x0 ∈ D with
respect to η, if there exists a vector function η : D×D → Rn such that for each
x ∈ D, f(x)− f(x0) = [Of(x0)]tη(x, x0). Craven and Glover [7] and Ben-Israel
and Mond [5] stated that the class of invex functions are all those functions
whose stationary points are global minima. Hanson [9] noted that there are sim-
ple extensions of invexe functions, the pseudo-invex and quasi-invex functions.
However, in the scalar case, Ben-Israel and Mond [5] proved that the class of
invex and pseudo-invex functions coincide.
For the classical mathematical programming problem (P), defined by

(P )
Minimize f(x),

subject to gj(x) 5 0, j = 1, k,

with f, gj : D ⊆ Rn → R, j = 1, k, Hanson [9] showed that, under the invexity
requirement for f and gj , j = 1, k (with respect to a same η), every Kuhn-
Tucker critical point is a global minimizer of (P). Martin [12] remarked that the
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converse is not true in general, and he proposed a weaker notion, called KT-
invexity, which assures that every Kuhn-Tucker critical point is a minimizer of
problem (P) if and only if problem (P) is KT-invex.

Later, researchers have extended these results to multiobjective problems.
So, Rúız-Canales and Rufián-Lizana [16] have characterized weakly efficient
solutions in the case of nondifferentiable functions. In the differentiable case,
Osuna-Gómez et al. [14, 15] have defined new kind of vector pseudo-invex func-
tions and they have characterized the weakly efficient solutions for unconstrained
and constrained multiobjective programming problems. Arana-Jiménez et al. [3,
4] have extended the study of Osuna-Gómez et al. [14, 15] to provide neces-
sity and sufficiency results for efficient solutions under new kind of functions.
They called these functions pseudo-invexity II in difference to pseudo-invexity
of Osuna-Gómez et al. which is called pseudo-invexity I by Arana-Jiménez et al.
Sufficient optimality conditions to multiobjective problems have been obtained,
with different approaches, under generalized invexity with respect to a same η
by Antczak [1], Giorgi and Guerraggio [8], Hanson et al. [10], Kaul et al. [11]
and Mishra et al. [13]. By considering the invexity with respect to different (ηi)i

(each function occurring in the studied problem is considered with respect to its
own function ηi instead of a same function η), Slimani and Radjef [17–19] have
obtained necessary and sufficient optimality conditions and duality results for
nonlinear and multiobjective problems.

In the present paper, we introduce new concepts of generalized vector invex
functions with respect to different (ηi)i and we extend the studies of Osuna-
Gómez et al. [14, 15] and Arana-Jiménez et al. [3]. We establish relationships
between these classes of vector functions and we obtain necessary and sufficient
optimality conditions for a feasible point to be weakly efficient solution. More-
over, we introduce a new concept of Fritz-John type vector critical point and we
establish a characterization of weakly efficient solutions.

2 Preliminaries and definitions

The following conventions for equalities and inequalities will be used. If x =
(x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn, then

x = y ⇔ xi = yi, i=1,...,n;
x < y ⇔ xi < yi, i=1,...,n;
x 5 y ⇔ xi 5 yi, i=1,...,n;
x ≤ y ⇔ x 5 y and x 6= y.

We also note Rq
= (resp. Rq

≥ or Rq
>) the set of vectors y ∈ Rq with y = 0 (resp.

y ≥ 0 or y > 0).
Invex functions were introduced to optimization theory by Hanson [9] (and

called by Craven [6]) as a very broad generalization of convex functions.

Definition 1. [9] Let D be a nonempty open set of Rn and η : D × D → Rn

be a vector function. A function f : D → R is said to be (def) at x0 ∈ D with
respect to η, if the function f is differentiable at x0 and for each x ∈ D, (cond)
holds.
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(i) def: invex,
cond:

f(x)− f(x0) = [Of(x0)]tη(x, x0). (1)

(ii) def: pseudo-invex,
cond:

[Of(x0)]tη(x, x0) = 0⇒ f(x)− f(x0) = 0. (2)

(iii) def: quasi-invex,
cond:

f(x)− f(x0) 5 0⇒ [Of(x0)]tη(x, x0) 5 0. (3)

If the second (implied) inequality in (3) is strict (x 6= x0), we say that f is strictly
quasi-invex at x0 with respect to η. f is said to be invex (resp. pseudo-invex or
(strictly) quasi-invex) on D with respect to η, if f is invex (resp. pseudo-invex
or (strictly) quasi-invex) at each x0 ∈ D with respect to the same η.

Definition 2. [2] Let D be a nonempty subset of Rn, η : D ×D → Rn and let
x0 be an arbitrary point of D. The set D is said to be invex at x0 with respect
to η, if for each x ∈ D,

x0 + λη(x, x0) ∈ D, ∀ λ ∈ [0, 1]. (4)

D is said to be an invex set with respect to η, if D is invex at each x0 ∈ D with
respect to the same η.

Definition 3. [5] Let D ⊆ Rn be an invex set with respect to η : D ×D → Rn.
A function f : D → R is called pre-invex on D with respect to η, if for all
x, x0 ∈ D,

λf(x) + (1− λ)f(x0) = f(x0 + λη(x, x0)), ∀ λ ∈ [0, 1]. (5)

Definition 4. Let D ⊆ Rn be an invex set with respect to η : D ×D → Rn. A
m-dimensional vector valued function Ψ : D → Rm is pre-invex with respect to
η, if each of its components is pre-invex on D with respect to the same function
η.

In the following example, we give two scalar functions f1 and f2 such that each
function fi is invex at a point x0 with respect to its own ηi, i = 1, 2. However,
there exists no a function η for which the vector function f = (f1, f2) is invex
at x0.

Example 1. The function f1 : ]0, π
2 [→ R defined by f1(x) = x + sin x is invex at

x0 = π
3 with respect to η1(x, x0) = (sin x− sinx0)/ cosx0, but f1 is not invex at

x0 with respect to η2(x, x0) = (cos x0 − cos x)/ sin x0 (take x = π
6 ).

On the other hand, the function f2 : ]0, π
2 [→ R defined by f2(x) = cos x is invex

at x0 = π
3 with respect to η2, but f2 is not invex at x0 with respect to η1 (take

x = π
6 ). Furthermore, it is not difficult to prove that there exists no a function

η : ]0, π
2 [× ]0, π

2 [→ R for which the functions f1 and f2 are both invex at x0 = π
3

(take x = π
6 ).
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Now, we define the invex and weakly pseudo-invex vector functions with respect
to different (ηi)i=1,N .

Definition 5. Let D be a nonempty open set of Rn and ηi : D ×D → Rn, i =
1, ..., N be vector functions. A function f : D → RN is said to be invex at x0 ∈ D
with respect to (ηi)i=1,N , if the function f is differentiable at x0 and for each
x ∈ D:

fi(x)− fi(x0) = [Ofi(x0)]tηi(x, x0), for all i = 1, ..., N. (6)

In other terms, f is invex at x0 ∈ D with respect to (ηi)i=1,N , if each of its
components fi is invex at x0 with respect to its own ηi, i = 1, N . f is said to be
invex on D with respect to (ηi)i=1,N , if f is invex at each x0 ∈ D with respect to
the same (ηi)i=1,N . If the inequalities in (6) are strict, we say that f is strictly
invex at x0 with respect to (ηi)i=1,N .

Arana-Jiménez et al. [3, 4], have defined two classes of functions generalizing the
class of scalar pseudo-invex functions. They call them pseudo-invex I, pseudo-
invex in the sense of Osuna-Gómez et al. [14, 15], and pseudo-invex II (with
respect to a same η). In the same manner, we introduce new kinds of functions
which we will designate as weak pseudo-invex I and weak pseudo-invex II (with
respect to different (ηi)i=1,N ).

Definition 6. Let D be a nonempty open set of Rn and ηi : D ×D → Rn, i =
1, ..., N be vector functions. A function f : D → RN is said to be (def) at x0 ∈ D
with respect to (ηi)i=1,N , if the function f is differentiable at x0 and for each
x ∈ D, (cond) holds.

(i) def: weakly pseudo-invex I,
cond:

f(x)− f(x0) < 0⇒ ∃ x̄ ∈ D, [Ofi(x0)]tηi(x̄, x0) < 0, for all i = 1, ..., N.
(7)

(ii) def: weakly pseudo-invex II,
cond:

f(x)− f(x0) ≤ 0⇒ ∃ x̄ ∈ D, [Ofi(x0)]tηi(x̄, x0) < 0, for all i = 1, ..., N.
(8)

If x̄ = x, in the relation (7) (resp. (8)), we say that f is pseudo-invex I (resp.
II) at x0 with respect to (ηi)i=1,N . f is said to be (weakly) pseudo-invex I (resp.
II) on D with respect to (ηi)i=1,N , if f is (weakly) pseudo-invex I (resp. II) at
each x0 ∈ D with respect to the same (ηi)i=1,N .

Remark 1. (i) In the definition 6, it is easy to see that if the vector functions
ηi, i = 1, N are equal to a same function η and x̄ = x, we obtain equivalently,
with the condition (7), the pseudo-invexity given by Osuna-Gómez et al.
[14, 15] and, with the condition (8), the pseudo-invexity II given by Arana-
Jiménez et al. [3, 4].
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(ii) In the definition 6, if N = 1 then weak pseudo-invexity I and II are equivalent
and we obtain the weak pseudo-invexity of scalar function. If further x̄ = x,
we deduce the pseudo-invexity of the definition 1.

In the following example, we give a vector function which is not pseudo-invex
with respect to a same η (in the sense of Osuna-Gómez et al. [14, 15] and in the
sense of Arana-Jiménez et al. [3, 4]) but it is weakly pseudo-invex I (and II) with
respect to different (ηi)i.

Example 2. Consider the function f : R2 → R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) =
(x1 − x2 + x2

1,−x1 + x2 − x2
2). There exists no a function η for which the vector

function f is pseudo-invex (in the sense of Osuna-Gómez et al. [14, 15] and in
the sense of Arana-Jiménez et al. [3, 4]) at x0 = (0, 0) (take x = (0, 2)). But
f is weakly pseudo-invex I at x0 with respect to η1(x, x0) = (x1,−x1) and
η2(x, x0) = (−x2, x2) (take x̄ = f(x) − f(x0) ∈ R2). Furthermore, f is weakly
pseudo-invex II at x0 with respect to the same η1 and η2 (take x̄ = (a, b) < 0).

We have seen that a vector function may be invex or weakly pseudo-invex I
(II) with respect to different (ηi)i=1,N without it be with respect to a same η
(examples 1 and 2). However, conversely, if a vector function is invex or weakly
pseudo-invex I (II) with respect to an η then it is invex or weakly pseudo-invex
I (II) with respect to different (ηi)i=1,N .

Proposition 1. Let D be a nonempty open set of Rn. If a function f : D → RN

is invex or weakly pseudo-invex I (II) at x0 ∈ D with respect to an η then
it is invex or weakly pseudo-invex I (II) at x0 with respect to (ηi)i=1,N with
ηi(x, x0) = η(x, x0)− Ofi(x0), i = 1, N .

Remark 2. From proposition 1, we conclude that the invex (resp. weakly pseudo-
invex I (II)) functions set with respect to a same η is included in the invex (resp.
weakly pseudo-invex I (II)) functions set with respect to different (ηi)i=1,N and
from examples 1 and 2, we deduce that the inclusions are strict.

3 Relationships between the classes of vector functions

In this section, we present relationships between the introduced classes of func-
tions namely invex and weakly pseudo-invex I (II) functions with respect to
different (ηi)i .

Proposition 2.

(i) It is clear that if f is invex at x0 with respect to (ηi)i=1,N , then it is pseudo-
invex I at x0 with respect to the same (ηi)i=1,N .

(ii) If f is (weakly) pseudo-invex II at x0 with respect to (ηi)i=1,N , then f is
(weakly) pseudo-invex I at x0 with respect to the same (ηi)i=1,N .
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(iii) If f is pseudo-invex I (resp. II) at x0 with respect to (ηi)i=1,N , then it is
weakly pseudo-invex I (resp. II) at x0 with respect to the same (ηi)i=1,N

(with x̄ = x). However, if f is weakly pseudo-invex I (resp. II) at x0 with
respect to (ηi)i=1,N , then f may not be pseudo-invex I (resp. II) at x0 with
respect to the same (ηi)i=1,N but it will be pseudo-invex I (resp. II) at x0

with respect to (η̃i)i=1,N with η̃i(x, x0) = ηi(x̄, x0), ∀ x ∈ D, ∀ i = 1, N . (see
examples 3 and 4). Thus the classes of pseudo-invex I (resp. II) functions and
weakly pseudo-invex I (resp. II) functions are the same class of functions.

Example 3. (f weakly pseudo-invex I ⇒ f pseudo-invex I). Consider the func-
tion f : R2 → R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) = (x1 + sin x2, sin x2). f is
weakly pseudo-invex I at x0 = (π

6 , π
3 ) with respect to η1(x, x0) = x − x0 and

η2(x, x0) = x (take x̄ = f(x) − f(x0) ∈ R2). But, f is not pseudo-invex I at
x0 with respect to the same (ηi)i=1,2 because for x = (π

3 , 0), f(x) − f(x0) < 0
and [Ofi(x0)]tηi(x, x0) = 0, ∀ i = 1, 2. However, f is pseudo-invex I at x0 with
respect to η̃1(x, x0) = f(x)− f(x0)− x0 and η̃2(x, x0) = f(x)− f(x0).

Example 4. (f weakly pseudo-invex II⇒ f pseudo-invex II). Consider the func-
tion f : R2 → R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) = (−x2

1, x2). f is weakly pseudo-
invex II at x0 = (1, 0) with respect to η1(x, x0) = x0 − x and η2(x, x0) =
−x (take x̄ = (0, 1) ∈ R2). But f is not pseudo-invex II at x0 with re-
spect to the same (ηi)i=1,2 because for x = (1,−1), f(x) − f(x0) ≤ 0 and
[Ofi(x0)]tηi(x, x0) = 0, ∀ i = 1, 2. However, f is pseudo-invex II at x0 with
respect to η̃1(x, x0) = (1,−1), ∀ x ∈ R2 and η̃2(x, x0) = (0,−1), ∀ x ∈ R2.

Let us continue the relationships between the concepts of invex and weakly
pseudo-invex I (II) functions by giving the following examples.
From proposition 2 (ii), we have the class of weakly pseudo-invex II functions
is included in the class of weakly pseudo-invex I functions w.r.t. (ηi)i=1,N . The
converse in not true, as it is shown in example 5.

Example 5. (f weakly pseudo-invex I⇒/ f weakly pseudo-invex II). Consider the
function f : R → R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) = (x2, 0). f is weakly pseudo-
invex I with respect to any functions (ηi)i=1,2 because f(x)−f(x0) ≮ 0, ∀ x, x0 ∈
R. On the other hand, by choosing x = 0 and x0 = 1, we have f(x)− f(x0) ≤ 0
and since Of2(x0) = 0, it follows that [Of2(x0)]u = 0, ∀ u ∈ R. Hence, there
does not exist a function η2 and x̄ ∈ R such that [Of2(x0)]η2(x̄, x0) < 0, and in
consequence f is not weakly pseudo-invex II.

As in Arana-Jiménez et al. (2008a), the examples 6 and 7 show that the classes
of invex functions and weakly pseudo-invex II functions w.r.t. (ηi)i=1,N are dif-
ferent.

Example 6. (f weakly pseudo-invex II ⇒/ f invex). Consider the function f :
R→ R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) = (x2,−x2). We have f2 is not invex because
Of2(0) = 0 and x0 = 0 is not a minimum for this function. We conclude that f
is not invex.
We now prove that f is weakly pseudo-invex II. We have f(x)− f(x0) = (x2 −
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x2
0, x

2
0 − x2) ≤ 0⇔





(i) x2 − x2
0 < 0 and x2

0 − x2 5 0;
or
(ii) x2 − x2

0 5 0 and x2
0 − x2 < 0.

If x2 − x2
0 < 0 then x2

0 − x2 > 0 and (i) is not verified. In the same way we
prove that (ii) is not verified. Therefore, the inequality f(x)− f(x0) ≤ 0 is not
verified, and we conclude that f is weakly pseudo-invex II with respect to any
functions (ηi)i=1,2.

Example 7. (f invex⇒/ f weakly pseudo-invex II). Consider the function f : R→
R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) = (x2, 0). From example 5, we know that f is not
weakly pseudo-invex II.
However, we have f1 is convex and then it is invex with respect to η1(x, x0) =
x− x0, f2 is invex with respect to any function η2(x, x0). Therefore, the vector
function f is invex with respect to η1(x, x0) = x−x0 and η2(x, x0) any function.

From proposition 2 (i), we conclude that the class of weakly pseudo-invex I
functions contains the class of invex functions w.r.t. (ηi)i=1,N . The converse in
not true, as it is shown in example 8.

Example 8. (f weakly pseudo-invex I⇒/ f invex). Consider the function f : R→
R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) = (x2,−x2). From example 6, we know that f is
not invex. Besides, as f is weakly pseudo-invex II with respect to any functions
(ηi)i=1,2, it follows that, from proposition 2, f is weakly pseudo-invex I with
respect to any functions (ηi)i=1,2.

Let
WPSI = {f : D ⊆ Rn → RN/ f is weakly pseudo-invex I w.r.t. (ηi)i=1,N},
WPSII = {f : D ⊆ Rn → RN/ f is weakly pseudo-invex II w.r.t. (ηi)i=1,N},
INV = {f : D ⊆ Rn → RN/ f is invex w.r.t. (ηi)i=1,N}.
From (i) and (ii) of proposition 2, we conclude the following result.

Theorem 1. INV ∪WPSII ⊂WPSI.

The above inclusion is strict and INV ∪WPSII 6= WPSI. To show this, the
following example give a weakly pseudo-invex I function which is neither invex
nor weakly pseudo-invex II.

Example 9. Consider the function f : R → R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) =
(x3, 0). f is weakly pseudo-invex I with respect to any functions (ηi)i=1,2 because
f(x)− f(x0) ≮ 0, ∀ x, x0 ∈ R.
On the other hand, f1 is not invex because Of1(0) = 0 and x0 = 0 is not a
minimum for this function. We conclude that f is not invex. Furthermore, by
choosing x = 0 and x0 = 1, we have f(x)− f(x0) ≤ 0 and since Of2(x0) = 0, it
follows that [Of2(x0)]u = 0, ∀ u ∈ R. Hence, there does not exist a function η2

and x̄ ∈ R such that [Of2(x0)]η2(x̄, x0) < 0, and in consequence f is not weakly
pseudo-invex II.

The intersection between invex functions set and weakly pseudo-invex II func-
tions set (w.r.t. (ηi)i=1,N ) is a nonempty set, since a linear function is invex,
weakly pseudo-invex I and weakly pseudo-invex II.
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Example 10. Consider the function f : R → R2 with f(x) = (f1(x), f2(x)) =
(x,−x). We have f(x) − f(x0) = (x − x0, x0 − x) ≤ 0 ⇔ (i) ”x − x0 <
0 and x0 − x 5 0” or (ii) ”x− x0 5 0 and x0 − x < 0”.
If x− x0 < 0 then x0 − x > 0 and (i) is not verified. In the same way we prove
that (ii) is not verified. Therefore, the inequality f(x)−f(x0) ≤ 0 is not verified,
and we conclude that f is weakly pseudo-invex II (then weakly pseudo-invex I)
with respect to any functions (ηi)i=1,2.
On the other hand, f is invex with respect to η1(x, x0) = x − x0 − 1 and
η2(x, x0) = x− x0 + 1.

Consequently, the relationship between invex, w-pseudo-invex I and w-pseudo-
invex II functions with respect to (ηi)i=1,N is as given in Fig 1.

Invexw-pseudo-invex II

w-pseudo-invex I

Fig. 1.

According to remark 2 and proposition 2 (iii), the figure 1 above extends the
figure 1 given in Arana-Jiménez et al. [3] to the wide classes of functions.

4 Optimality conditions

We consider the following multiobjective optimization problem

(V P ) Minimize f(x) = (f1(x), ..., fN (x)),
subject to g(x) 5 0,

where f : D → RN and g : D → Rk with D is an open set of Rn.
Let X = {x ∈ D : g(x) 5 0} be the set of feasible solutions of (VP).
For x0 ∈ X, we denote J(x0) = {j ∈ {1, ..., k} : gj(x0) = 0}, J = |J(x0)|.

We recall some optimality concepts, the most often studied in the literature,
for the problem (VP). For other notions and their connections, see Yu [21].

Definition 7. A point x0 ∈ X is said to be a weakly efficient (an efficient)
solution of the problem (VP), if there exists no x ∈ X such that

f(x) < f(x0) (f(x) ≤ f(x0)). (9)
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Weir and Mond [20] proved the following alternative lemma which will be used
for establishing a characterization of weakly efficient solutions for (VP).

Lemma 1. Let S be a nonempty invex set in Rn with respect to η : S×S → Rn

and let ψ : S → Rm be a pre-invex function on S with respect to the same η.
Then either

(i) ψ(x) < 0 has a solution x ∈ S,
or

(ii) ptψ(x) = 0 for all x ∈ S, for some p ∈ Rm
≥ ,

but both alternatives are never true.

Using a Fritz-John type condition, we establish sufficient conditions for a feasible
point to be weakly efficient for (VP) under weak invexity with respect to different
(ηi)i=1,N .

Theorem 2. Let x0 ∈ X and suppose that:

1. f is weakly pseudo-invex I at x0 with respect to ηi : X ×X → Rn, i = 1, N ;
2. g is differentiable at x0 and for all j ∈ J(x0), there exists a function θj :

X ×X → Rn such that [Ogj(x0)]tθj(x, x0) < 0, ∀ x ∈ X.

If there exists a vector (µ, λ) ∈ RN+J
≥ such that (x0, µ, λ, (ηi)i, (θj)j) satisfies the

following generalized Fritz-John condition

N∑

i=1

µi[Ofi(x0)]tηi(x, x0) +
∑

j∈J(x0)

λj [Ogj(x0)]tθj(x, x0) = 0, ∀ x ∈ X, (10)

then x0 is a weakly efficient solution for (VP).

Proof. Let us suppose that x0 is not a weakly efficient solution of (VP). Then
there exists a feasible point x such that f(x)− f(x0) < 0.
Since f is weakly pseudo-invex I at x0 with respect to (ηi)i=1,N , it follows that

∃ x̄ ∈ X, [Ofi(x0)]tηi(x̄, x0) < 0, ∀ i = 1, N. (11)

By hypothesis, we have

[Ogj(x0)]tθj(x̄, x0) < 0, ∀ j ∈ J(x0). (12)

As (µ, λ) ∈ RN+J
≥ and from (11) and (12), it follows that

N∑

i=1

µi[Ofi(x0)]tηi(x̄, x0) +
∑

j∈J(x0)

λj [Ogj(x0)]tθj(x̄, x0) < 0,

which contradicts (10), and therefore, x0 is a weakly efficient solution of (VP).
¥
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In the following theorem, we prove that the generalized Fritz-John condition
(10) is not only sufficient for optimality but also a necessary condition.

Theorem 3. (Fritz-John type necessary optimality condition) Suppose that

1. x0 is an efficient solution for (VP);
2. the functions fi, i = 1, N , gj , j ∈ J(x0) are differentiable at x0.

Then there exist vector functions ηi : X × D → Rn, i = 1, N, θj : X × D →
Rn, j ∈ J(x0), (ηi ≡/ 0, ∀ i = 1, N, θj ≡/ 0, ∀ j ∈ J(x0)), and vector (µ, λ) ∈
RN+J
≥ such that (x0, µ, λ, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)) satisfies the generalized Fritz-

John condition (10).

Proof. It suffices to take ηi, i = 1, ..., N, θj , j ∈ J(x0), µ and λ as follows:

– If f is a constant on X, then ηi(x, x0) can be any non-identically null func-
tion. If f is not a constant on X, then there exists x̄ ∈ X, f(x̄) 6= f(x0),
it follows that there exists i0 ∈ {1, ..., N}, fi0(x̄) > fi0(x0) because x0 is
efficient for (VP).
For all x ∈ X, consider the set Ix = {i ∈ {1, ..., N} : fi(x) − fi(x0) > 0}.
Note that Ix can be empty. Thus, ηi(x, x0) = φ(x, x0)ti(x0), ti(x0) ∈ Rn

with

. φ(x, x0) =

{
fix(x)− fix(x0), if Ix 6= ∅ (with ix = min

i∈Ix

i);

fi0(x̄)− fi0(x0), otherwise.

. til(x0) =
{

1, if ∂fi

∂xl
(x0) = 0,

−1, otherwise,
for all l = 1, ..., n;

(an other choice of ηi is: ηi(x, x0) = φ(x, x0)[Ofi(x0)] if Ofi(x0) 6= 0);
– θj(x, x0) = −gj(x)sj(x0), x ∈ X, sj(x0) ∈ Rn

with sj
l (x0) =

{
1, if ∂gj

∂xl
(x0) = 0,

−1, otherwise,
for all l = 1, ..., n;

(an other choice of θj is: θj(x, x0) = −gj(x)[Ogj(x0)] if Ogj(x0) 6= 0);
– µi = 1

N , for all i = 1, ..., N ;
– λj = 1

J , for all j ∈ J(x0). ¥

5 Characterization of weakly efficient solutions

Osuna-Gómez et al. [14, 15] and Arana-Jiménez et al. [3, 4] characterized the
weakly efficient and efficient solutions of (VP) by using the concepts of Kuhn-
Tucker (Fritz-John) vector critical points under generalized invexity. In this sec-
tion, we characterize the weakly efficient solutions by defining a new concept
of generalized Fritz-John vector critical point and new kinds of invex functions
(with respect to different (ηi)i and (θj)j) and which we present below.

Definition 8. Let x0 be a feasible point of (V P ) and ηi : X×X → Rn, i = 1, N ,
θj : X ×X → Rn, j ∈ J(x0) be vector functions. x0 is said to be a generalized
Fritz-John (resp. Kuhn-Tucker) vector critical point with respect to (ηi)i=1,N and
(θj)j∈J(x0), if the functions f and g are differentiable at x0 and there exists a
vector (µ, λ) ∈ RN+J

≥ (resp. there exist vectors µ ∈ RN
≥ , λ ∈ RJ

=), such that
(x0, µ, λ, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)) satisfies the relation (10) of theorem 2.

312



Osuna-Gómez et al. [14, 15] have characterized the weakly efficient solutions for
(VP) by using the concept of KT-pseudo-invexity (with respect to a same η)
defined in the following way.

Definition 9. Let η : X ×X → Rn be a vector function. The problem (VP) is
said to be KT-pseudo-invex at x0 ∈ X with respect to η, if the functions f and
g are differentiable at x0 and for each x ∈ X:

f(x)− f(x0) < 0⇒
{

[Ofi(x0)]tη(x, x0) < 0, ∀ i = 1, N,

[Ogj(x0)]
t
η(x, x0) 5 0, ∀ j ∈ J(x0).

(13)

The problem (VP) is said to be KT-pseudo-invex on X with respect to η, if it is
KT-pseudo-invex at each x0 ∈ X with respect to the same η.

For the study of weakly efficient solutions and the generalized Fritz-John vector
critical points we need a new kind of function which we define as follows.

Definition 10. Let x0 be a feasible point of (V P ) and ηi : X ×X → Rn, i =
1, N , θj : X × X → Rn, j ∈ J(x0) be vector functions. The problem (VP)
is said to be weakly FJ-pseudo-invex I at x0 ∈ X with respect to (ηi)i=1,N and
(θj)j∈J(x0), if the functions f and g are differentiable at x0 and for each x ∈ X:

f(x)− f(x0) < 0⇒ ∃ x̄ ∈ X,

{
[Ofi(x0)]tηi(x̄, x0) < 0, ∀ i = 1, N,

[Ogj(x0)]
t
θj(x̄, x0) < 0, ∀ j ∈ J(x0).

(14)

If x̄ = x, in the relation (14), we say that (VP) is FJ-pseudo-invex I at x0 with
respect to (ηi)i=1,N and (θj)j∈J(x0). The problem (VP) is said to be (weakly) FJ-
pseudo-invex I on X with respect to (ηi)i and (θj)j, if it is (weakly) FJ-pseudo-
invex I at each x0 ∈ X with respect to the same (ηi)i=1,N and (θj)j∈J(x0).

Now, we establish the following theorem which characterizes the weakly efficient
solutions of (VP) by using the weak FJ-pseudo-invexity I with respect to different
(ηi)i and (θj)j .

Theorem 4. Let X ⊆ Rn be a nonempty invex set with respect to η : X ×
X → Rn and f, g are differentiable on X. Further, let ηi : X × X → Rn, i =
1, N and θj : X × X → Rn, j = 1, k be functions, such that for all x0 ∈
X, [Ofi(x0)]tηi(x, x0), i = 1, N and [Ogj(x0)]tθj(x, x0), j ∈ J(x0) are pre-invex
of x on X with respect to η. Then, every generalized Fritz-John vector critical
point with respect to (ηi)i and (θj)j of problem (VP) is a weakly efficient solution
if and only if (VP) is weakly FJ-pseudo-invex I on X with respect to (ηi)i and
(θj)j.

Proof. (1) Let x0 ∈ X be a generalized Fritz-John vector critical point with
respect to (ηi)i=1,N and (θj)j∈J(x0) for (VP). If (VP) is weakly FJ-pseudo-invex
I at x0 with respect to (ηi)i=1,N and (θj)j∈J(x0), then, in the same manner as
in the theorem 2, we obtain that x0 is a weakly efficient solution for (VP).
(2) For the converse, suppose that every generalized Fritz-John vector critical
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point with respect to (ηi)i and (θj)j of problem (VP) is a weakly efficient solu-
tion.
Let us suppose that there exist two feasible points x̃ and x0 such that

f(x̃)− f(x0) < 0. (15)

This means that x0 is not a weakly efficient solution, and by using the initial
hypothesis, x0 is not a generalized Fritz-John vector critical point with respect
to (ηi)i=1,N and (θj)j∈J(x0) for (VP), ie:




N∑

i=1

µi[Ofi(x0)]tηi(x, x0) +
∑

j∈J(x0)

λj [Ogj(x0)]tθj(x, x0) = 0, ∀ x ∈ X.




is not satisfied for all (µ, λ) ∈ RN+J
≥ . Therefore, by lemma 1, the system

{
[Ofi(x0)]tηi(x, x0) < 0, ∀ i = 1, N,

[Ogj(x0)]
t
θj(x, x0) < 0, ∀ j ∈ J(x0).

has a solution x = x̄ ∈ X. In consequence, (VP) is weakly FJ-pseudo-invex I on
X with respect to (ηi)i and (θj)j . ¥

Remark 3. In definition 10, it is easy to see that if the vector functions ηi, i =
1, N and θj , j ∈ J(x0) are equal to a same function η and x̄ = x, we obtain
kind of functions which is contained in the KT-pseudo-invexity class given by
Osuna-Gómez et al. [14, 15]. On the other hand, the set of generalized Fritz-John
vector critical points is wider that the set of usual Kuhn-Tucker vector critical
points. Thus, in this sense, the theorem 4 can be considered as a generalization
of theorem 3.7 (resp. theorem 2.3) given by Osuna-Gómez et al. [14] (resp. [15]).

In the following example, we show that there exist weakly efficient solutions
which are not characterized by the theorem 3.7 (resp. theorem 2.3) given by
Osuna-Gómez et al. [14] (resp. [15]) but they are characterized by the theorem
4.

Example 11. We consider the following multiobjective optimization problem

Minimize f(x) = (−(x1 + 1)2,−x2
1 − x1),

subject to g1(x) = x3
1 − x2 5 0,

g2(x) = x2 5 0,
g3(x) = −x1 − 2 5 0,

(16)

where f : R2 → R2 and g = (g1, g2, g3) : R2 → R3. The set of feasible solutions
of problem is X = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x3

1 − x2 5 0, x2 5 0 and − x1 − 2 5 0}.
We have x0 = (0, 0) ∈ X is not a Kuhn-Tucker vector critical point of
problem (16), because the condition of Kuhn-Tucker at x0 takes a form
µ1Of1(x0) + µ2Of2(x0) + λ1Og1(x0) + λ2Og2(x0) = (−2µ1 − µ2,−λ1 + λ2) 6=
(0, 0), ∀ (µ1, µ2) ≥ 0, ∀ (λ1, λ2) = 0. Thus, the point x0 does not belong to the
set of weakly efficient solutions characterized by the theorem 3.7 (resp. theorem
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2.3) given by Osuna-Gómez et al. [14] (resp. [15]).
However, x0 is a generalized Fritz-John vector critical point with respect to
η1(x, x0) = (x2, 0), η2(x, x0), θ1(x, x0) and θ2(x, x0) such that η2, θ1 and θ2

can be any functions (take µ1 = 1, µ2 = 0 and λ1 = λ2 = 0). Furthermore,
the problem (16) is weakly FJ-pseudo-invex I at x0 with respect to (ηi)i=1,2 and
(θj)j=1,2 because f(x)− f(x0) ≮ 0, ∀ x ∈ X, it follows that, by using the suffi-
cient condition of theorem 4, x0 is a weakly efficient solution of problem (16).
Note that x0 is not an efficient solution of problem (16) because there exists
x = (−2, 0) ∈ X such that f(x)− f(x0) ≤ 0.

6 Conclusion

In this paper, we have defined new concepts of weak pseudo-invexity (I and
II) and weak FJ-pseudo-invexity I to study Fritz-John type optimality for con-
strained multiobjective programming. Relationships between classes of vector
functions are established by giving illustrated examples. New necessary and suf-
ficient optimality conditions for a feasible point to be weakly efficient are ob-
tained under weak invexity with respect to different (ηi)i and (θj)j . Moreover, a
new concept of Fritz-John type vector critical point is introduced and a charac-
terization of weakly efficient solutions is established under suitable generalized
invexity assumptions. The content of this study extend previously known results
in this area.
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Abstract. In this paper we introduce a leximin multicriteria approach
for solving the package upgradability problem on GNU/Linux Distribu-
tions. In a Linux distribution, there are thousands of packages that can
meet the challenges of the interrelationships between packages. In fact,
to upgrade a package, it is often necessary to upgrade a whole suite
of packages that can get into con�icts with packages already installed.
Furthermore, the upgrade process is achieved according to some user
preferences. This problem is obviously a problem of multicriteria opti-
mization under constraints, that can be modeled as a linear multicriteria
optimization problem with boolean variables. We adopted the Leximin
solving approach to address fairness and e�ciency requirements of the
multicriteria problem. This approach was tested using a database bench-
marking of Mancoosi project (www.mancoosi.org). The contribution of
our work involves the use of SCIP MIP solver to implement fully and
e�ectively the Leximin approach.

Keywords: packages, upgrade, multicriteria optimization, aggregation
operators, leximin, fairness.

1 Introduction

Free and Open Source Software (FOSS) distributions [7] are among the most
complex software systems known, being made of tens of thousands deployment
units known as packages. These packages evolve rapidly and are developed and
released independently without a priori coordination or central authority able
to control the involved parties[7, 18]. Thus raise di�cult problems both for soft-
ware editors and system administrators. Fore instance, system upgrade in a
GNU/Linux distribution may proceed on di�erent paths, and requires the pres-
ence of a set of previously installed packages, and the absence of another set of
packages. Hence, very often it is not possible to install or upgrade all the desired
packages and a possible failures can occur during upgrades. Thus, a variety of
solutions are proposed [2].

Research works developed in the context of the Mancoosi (Managing the
Complexity of the Open Source Infrastructure) project (www.mancoosi.org),
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aim at developing tools for the system administrator in order to handle complex
inter-package dependencies and frequently available package upgrades, required
regularly to address security issues, bug �xes or to add new features that respect
user's preferences. While the predecessor EDOS3 project [21] had focused on
tools for the distribution editor. User's preferences are expected to be handled
in a consistent and e�cient way, which is a current hot topic in AI with active
research lines in constraint satisfaction and optimization [15, 20].

When upgrading packages, for instance, one can choose to minimize the whole
size of the packages to install, to minimize the number of packages to install,
to install the recent versions of the packages. All these criteria are objective
functions, subject to constraints stating the dependency and avoiding con�icts.
By this way, upgrading packages comes back to a multicriteria optimization
problem, which has been tackled by the Mancoosi project, and Argelich et al.
[3, 22] have succeeded to apply it with a boolean multilevel optimization (BMO)
approach. Claude and Rueher have also succeeded to handle this problem with
multicriteria ILP approach [17], where they used the sum aggregation operator
on the considered criteria.

In optimization problems with a single criterion, the goal is to �nd an optimal
solution such that the objective function is minimized or maximized. Hence, the
problem is said to be well posed. Alternatively, if the optimization problem com-
prises more than one criterion (which is the case of most real world optimization
problems), then the solution of the problem becomes di�cult to characterize. In
fact, we cannot �nd a feasible solution that optimize the whole criteria at the
same time. So, what we need is an e�cient ordering method that aggregate all
these objective functions into a single and global objective function, which is the
strategy adopted in most optimization methods [3, 2].

In this paper, we propose a MIP model of a Leximin multicriteria optimiza-
tion approach applied on the upgradability problem, where the criteria and con-
straints are linear on 0-1 domains. At our knowledge, we have not found such a
MIP formulation of the Leximin operator in the multicriteria litterature. Exper-
imentation done on the benchmarks provided by Mancoosi are very encouraging.

This paper is organized as follows. In the next section we start by introducing
the software upgradabilily problem encoded as a LP problem, and is followed by
the description of some re�nements of minimum ordering. We then consider how
Leximin approach can be adapted to handle fairness and e�ciency requirements
in linear multicriteria problems. Next, the experimental result section analyses
benchmarking results run on Mancoosi upgrade instances with respect to some
critera. Finally the paper concludes.

2 Motivating example

Let us detail a simple example taken from the Mancoosi project. Updating con-
straints for package upgradability problem, denoted by PUP, is de�ned by a

3 http://www.edos-project.org
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triple (p,D,C) where p is the package to install, D is the set of all dependency
clauses of the package p, so that each dependency clause is a disjunction of
packages, and C the set of packages in con�ict with p.

Let us take the set of package constraints




(p1, {p2, p5 ∨ p6}, ∅),
(p2, ∅, {p3}),
(p4, ∅, {p5, p6})





Let be some triple of updating constraints (p,D,C). Each package variable
pi is represented by a boolean variable xi. The variable xi is true if and only if
pi is installed. For each clause c ∈ D, we generate the clause ¬xi ∨ c (coming
from the implication xi → c, meaning that c should be installed). Similarly for
each package xj belonging to C, we generate the clause ¬xi ∨ ¬xj .

By this way, we obtain both a CNF formula and an LP formulation related
to the problem of installing a set of packages in the example described above.
We point out that this LP formulation has been already proposed in [17].

(p1, {p2, p5 ∨ p6}, ∅) CNF=⇒
{
¬x1 ∨ x2

¬x1 ∨ x5 ∨ x6

LP=⇒
{

1− x1 + x2 ≥ 1
1− x1 + x5 + x6 ≥ 1

(p2, ∅, {p3}) CNF=⇒ ¬x2 ∨ ¬x3
LP=⇒ 1− x2 + 1− x3 ≥ 1

(p3, {p4}, {p1}) CNF=⇒
{
¬x3 ∨ x4

¬x3 ∨ ¬x1

LP=⇒
{

1− x3 + x4 ≥ 1
1− x3 + 1− x1 ≥ 1

(p4, ∅, {p5, p6}) CNF=⇒
{
¬x4 ∨ ¬x5

¬x4 ∨ ¬x6

LP=⇒
{

1− x4 + 1− x5 ≥ 1
1− x4 + 1− x6 ≥ 1

The Debian distribution has more than 17,000 packages. CEVE-TOOL of
EDOS project allows to extract the dependencies within a Debian distribution.
For example, a generated instance contains 17,000 variables and 25,000 clauses.
Concerning MANCOOSI project, an instance of PUP problem contains 47,956
variables and 254,529 clauses.

In an upgrade process, we can choose to optimize a user provided objective
function, such as smaller packages should be preferred to larger ones in term of
occupied hard disk space. This is modeled below, where 500 (resp. 100, 200, and
700) is the size of package p3 (resp. p4, p5, and p6).

min 500x3 + 100x4 + 200x5 + 700x6

One more criteria aims at minimizing the impact of introducing new packages
in the current system, which is a reasonable assumption:

min
∑6

i=1 xi

Several approaches are proposed in the literature in other to solve this mul-
ticriteria problem, especially in the synthesis of [15].

After the resolution process, the leximin optimal solution returned by SCIP-
Soplex solver was 〈x1, x2, x5〉 which corresponds to the optimal objective vector
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〈f1(x), f2(x)〉 = 〈200, 3〉. This makes sense because we wanted to install package
P1 which requires packages P2 and P5 or P6, so these packages should be installed
too. Here the package P5 was selected since it requires less disk space (200Kb).
However, package P3 was not installed because it falls into con�ict with package
P2.

Finally, our package upgradability problem can be formulated as a linear
multicriteria problem with r objective functions fi(x) = cix as follows:

LMP





min f1(x)
...
min fr(x)
Subject to Lin : Ax ≥ b.

(1)

Without loss of generality, that the objective functions are to be minimized.

min{Cx : x ∈ Q}

where C is an r × n matrix (consisting of rows ci) representing the vector-
function that maps the decision space X = Rn into the criterion space Y = Rr :
x ∈ X (the vector of decision variables). Q ⊂ X denotes the feasible set de�ned
by a system of linear equations Lin, such that Q = {x ∈ Rn : Ax ≥ b, x ≥ 0}.
Where A is a given p× n matrix and b = 〈b1, . . . , bp〉T is a given RHS vecteur.

3 Multicriteria optimization

In a multicriteria optimization problem (1), the set of constraints de�nes the
set of feasible points. If there is only one objective minimization function, then
the solutions can be totally ordered, and the solving method aims to �nd the
solution which takes the lowest value of the objective function. If there are many
objective minimization functions, the solutions can not be ordered, and it is
impossible to state the best solution of some set of feasible points. Thus the �rst
step in a multicriteria solving approach is to state a global preference function 4

which enables to order the feasible points. Generaly, the global preference is an
aggregation function which aims at transforming the multicriteria problem to a
monocriteria problem.

We can distinguish two main approaches related to two opposite points of
view: classical utilitarianism and egalitarianism. According to the utilitarian
approach, we obtain an aggregate value for each objective vector, so that the
optimal objective vector is one that returns the minimal sum of all its compo-
nents. This corresponds to the sum operator. However this kind of aggregation
function is not suitable in the context of fair aggregation, because it can lead to
huge di�erences between components. The second approach, amounts to com-
pare the criteria evaluation vectors by comparing the minimum of each vector,
thus the optimal vector is one that maximizes the minimum component. This
corresponds to the min operator. The latter operator is interesting and suitable

4 We are not concerned with the outranking approaches.
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for problems in which fairness is essential. However, this operator has a major
drawback known as drowning e�ect [5] since it cannot distinguich between two
objective vectors having the same minimal value. To overcome this problem the
min operator needs to be re�ned, since no pairs of objective vectors should re-
main incomparable. In the following, we discuss two important re�nements of
the min operator, the discrimin and the well-known leximin ordering operators5.

In this paper we limit ourselves to make a presentation of these operators,
without being exhaustive. We refer the reader to the following references for fur-
ther study of various aggregation operators along with all set relations between
them [6, 23, 8, 9, 11, 13, 16, 24]. Besides, operator properties which are suitable for
this case together with relation between these properties are presented in [13,
16].

4 Re�ning minimum ordering

We recall the classical Pareto criteria: A solution is said to be Pareto-e�cient if
and only if we cannot strictly increase the objective value of one function unless
we strictly decrease the objective value of atleast one another function. Min
ordering solution is not Pareto optimal, since it is possible to get min optimal
solutions which can be ordered.

In the following we use a re�nements of the min operator, which re�nes the
Pareto ordering.

There exists two noticeable re�nements of the min operator, namedDiscrimin
and Leximin, see e.g. [10, 4] that allow to distinguish between two vectors having
the same minimal value. The Discrimin applies the min ordering once identical
components having the same rank have been deleted.

Here we are concerned by the Leximin ordering, which re�nes the min or-
dering. In min ordering, given some feasible solution a, this criteria selects the
objective function which takes the lowest value at a.

5 The new leximin multicriteria approach based on linear

programming

Leximin ordering is a re�nement of the Discrimin ordering, it is also based on
the idea of deleting identical elements before doing a successive comparison of
two solution vectors, until we �nd a di�erence that can discriminate the solutions:
It is therefore a lexicographic comparison on sorted solution vectors.

Let us take an example of two solutions having the following �ve objective
function values:

� u = 〈2, 5, 3, 4, 8〉 and
� v = 〈2, 3, 5, 6, 8〉
5 Compromises between these two extreme approaches exists, thus the most common
are: OWA aggregators, Choquet inegral and Sugeno integral (see e.g.[25, 13]).
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With Discrimin ordering, comparing u and v result in the comparison of u′ and
v′ where

� u′ = 〈5, 3, 4〉 and
� v′ = 〈3, 5, 6〉
since u1 = v1 = 2 and u5 = v5 = 8. Therefore, u ∼discrimin v since

u′ ∼discrimin v′. But v′ �leximin u′ and then v �leximin u.
A formal de�nition of the leximin order is given as follow:

De�nition 1 (Leximin order [19]). Let consider two solutions x′ = 〈x′1, x′2, ..., x′n〉
and x′′ = 〈x′′1 , x′′2 , ..., x′′n〉. Suppose that x1 = 〈x1

1, x
1
2, ..., x

1
r〉 = 〈f1(x′), ..., fr(x′)〉

and x2 = 〈x2
1, x

2
2, ..., x

2
r〉 = 〈f1(x′′), ..., fr(x′′)〉. We say that x1 is preferred than

x2, i.e. x1 �leximin x
2, or that x′ �leximin x

′′, under leximin if and only if

∃i ∈ {0, ..., r − 1}, (∀j ∈ [1, i], x1↑
j = x2↑

j )
∧(x1↑

i+1 > x2↑
i+1),

where x↑ denotes x sorted in ascending order.
if x1↑ = x2↑, then we say that x1 and x2 are indi�erent, and we write

x1 ∼leximin x
2, or that x′ ∼leximin x

′′.
x1 �leximin x

2 (or as x′ �leximin x
′′), i� x1 �leximin x

2 or x1 ∼leximin x
2.

We can easily prove that �leximin is a total order. For example, let x1 =
〈4, 2, 3, 2〉 and x2 = 〈2, 7, 2, 2〉. We have x1↑ = 〈2, 2, 3, 4〉 and x2↑ = 〈2, 2, 2, 7〉.
According to the de�nition, it is clear that < 4, 2, 3, 2 >�leximin 〈2, 7, 2, 2〉.

5.1 Leximin algorithm based on linear constraints and linear
objective functions

We describe in this section the algorithm of �nding a leximin-optimal solution [5],
that we will linearize in a MIP scope. Concider the linear multicriteria problem
(1). We need to de�ne a single objective function g(x) that combines all the
mentioned objective functions. In what follows, we assume that the variable
domains are de�ned in Lin inequalities given in (1).

Algorithm (1) is based on an iterative computation of the leximin optimal
vector components. In the �rst iteration, it solves the input constraint system
and computes the maximal value v̂(y1) (or returns Inconsistent if the solution
does not exist) such that

∑
i(y1 ≤ fi(x)) = r, where r is the number of criteria,

and by convention the value of y1 ≤ fi(x) is 1 if the inequality is satis�ed and 0
otherwise [5]. After having �xed this value for y1, it proceeds with the resolution
of the second constraint system, and computes optimal value v̂(y2) in the second
iteration, such that

∑
i(y2 ≤ fi(x)) ≥ r− 1, and so on until it �nds the optimal

value v̂(yr) which satis�es
∑

i(yr ≤ fi(x)) ≥ 1, this constraint is what we called
Atleast in our algorithm and which is detailed in the following section.

Let us illustrate the behavior of this algorithm with a practical example. The
following table contains six feasible solutions to a linear problem according to
three criteria 〈u1, u2, u3〉. shown in the columns of the following table:
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Algorithm 1 Leximin Algorithm - �nding a leximin-optimal solution to a
multicriteria problem.

Require: A set of linear constraints Lin, and a vector of objective functions
〈f1(X), ..., fr(X)〉.

Ensure: A leximin-optimal solution of MLP.
1: if solve(Lin) = "Inconsistent" then
2: return "Inconsistent";
3: end if

4: r ← nbCriteria;
5: for i← 1 to r do
6: Xi ← Xi−1 ∪ {yi};
7: Lini ← Lini−1∪ {Atleast({Yi ≤ f1(X), ..., Yi ≤ fr(X)}, r − i+ 1)};
8: v̂Yi ← Maximize(Yi, Lin);
9: Dom(Yi)← {v̂Yi}; lb(Yi+1)← {v̂Yi};
10: end for

11: return X;

s1 s2 s3 s4 s5 s6
u1 3 3 5 5 7 7
u2 9 8 3 8 3 9
u3 1 7 1 3 7 3

The algorithm runs in atmost 3 iterative steps (which corresponds to the
number of criteria): In Step 1, we introduce one variable Y1, and we look for its
maximal value v̂(Y1) such that each (at least 3) objective function ui gets at least
Y1. We �nd v̂(Y1) = 3. The variable Y1 is �xed to this value (Dom(Y1)← {v̂Y1}),
implicitly removing solutions s1 and s3. In Step 2, we introduce a second variable
Y2, and we look for the maximal value v̂(Y2) such that at least 2 objective
functions get at least Y2. We �nd v̂(Y2) = 7. The variable Y2 is set to this value,
implicitly deleting solution s4. In Step 3, we introduce the third variable Y3, we
look for the maximal value v̂(Y3) such that at least 1 objective function gets at
least Y3. We �nd v̂(Y3) = 9. There exists only one instantiation that maximizes
Y3: s6. Thus, leading to the leximin-optimal vector s6, i.e. 〈u1, u2, u3〉 = 〈7, 9, 3〉.

Moreover, if we replace the second objective vector 〈u1, u2, u3〉 = 〈3, 8, 7〉
with the objective vector 〈u1, u2, u3〉 = 〈9, 8, 7〉, then we can break the outer
loop (c.f. Algorithm 1, line 5) and we return the leximin-optimal vector s2 after
only one iteration. Hence, we do not need to �nd maximal values of Y2 and
Y3. However, even if we continue the execution of the remaining iterations, the
returned optimal solution will be the same.

Note that in our context of package upgradability problem, objective func-
tions are de�ned in comprehension, so we do not have the solution vectors. Hence,
we can not apply sorting in this case. However, sorting constraint (Atleast) is
considered in the leximin resolution process.

Global Constraints are one of the important factors behind the success of
CP. Especially, Atleast global constraint is useful in symmetry breaking and
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searching for leximin optimal solution6 to multicriteria optimization problems,
where fairness and Pareto-e�eciency are the major issues.

De�nition 2 (Atleast constraint).

Consider a set of p constraints, and k ∈ [1, p] an integer. The meta-constraint7

Atleast(Γ , k) holds on the union of the scopes of the constraints in Γ and allow
a tuple if and only if at least k constraints from Γ are satis�ed. This constraint
is derived from the cardinality combinator introduced in [14].

Linearizing Atleast constraint

Proposition 1 (Linearizing Atleast constraint).Atleast({Yi ≤ f1(x), ..., Yi ≤
fr(x)}, k) is equivalent to the linear constraints, with Dpj

= {0, 1}, ∀j ∈ [1, r].

Atleast− lp





f1(x)− Yi ≥ −M × p1

f2(x)− Yi ≥ −M × p2

...
fr(x)− Yi ≥ −M × pr∑

j∈1..r(1− pj) ≥ k

(2)

proof. The Atleast({Yi ≤ f1(x), ..., Yi ≤ fr(x)}, k) constraint holds if and
only if atleast k among r constraints are satis�ed, where r is the number of
criterions, i.e.

∑
j(yi ≤ fj(x)) = k. In order to get the equivalent linear model,

we need to keep track of the number of satis�ed constraints. This restriction
can be ful�lled by introducing new binary variables Pj , j = 1, . . . , r, to take
care of the satis�ability of each inequation. These binary variables may have an
extra coe�cient M , where M is a large enough constant. So, eash inequation
Yi ≤ fj(x) can be formulated as Yi ≤ fj(x) + M × Pj which are equivalent
constraints because:




Pj = 0⇒ Yi ≤ fj(x)
∨
Pj = 1⇒ Yi ≤ fj(x) +M , (obsolete constraint)

Consequently, to unsure that atleast k constraints are satis�ed we just add
one extra constraint

∑
j∈1..r(1 − pj) ≥ k, and the condition is ful�lled, since k

constraints are enforced to hold.

Now, let's concider the linear program (2) and trying to prove that it is
equivalent to Atleast constraint. It is easy to see that the same reasoning can be
used. So in this case, the Atleast constraint holds by �xing k binary variables to
0. Hence, this can only be ful�lled if

∑
j∈1..r(1− pj) ≥ k. �

6 E�cient and e�ective �ltring algorithms for Atleast constraint are proposed in [12].
7 The pre�x meta means that this constraint takes as a parameter other constraints.
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6 Experimental results

Two �xed optimization criteria8 are de�ned in Mancoosi project. Both are com-
binations of di�erent criteria, and which we describe below. We consider here
only the �rst optimization criteria, the second one can be handled in the same
way.

1. paranoid: we want to answer the user request: do less changes as possible,
and is a combination of two objective functions. The �rst objective function
tends to minimize the number of packages removed in the proposed solution
w.r.t. the original installation.

min
∑

p∈FInstalled
−p (3)

where FInstalled is the set of installed functionalities.

While the second objective function tends to minimize the number of pack-
ages with a modi�ed (set of) version(s) in the proposed solution w.r.t. the
original installation;

min
∑

pi∈PInstalled
−pi +

∑
pu∈PUninstalled

pu (4)

where PInstalled is the set of installed versioned packages9 and PUninstalled

is the set of uninstalled versioned packages.

2. trendy: we want to answer the user request: do more updates as possible,
minimizing the number of packages removed in the solution, minimizing the
number of outdated packages in the solution, minimizing the number of
unsatis�ed recommendations, and minimizing the number of extra packages
installed.

The algorithm (1) for �nding a leximin-optimal solution, and the proposition
(1) have been implemented in SCIP. SCIP solver adopts an approach that in-
tegrates Constraint and Integer Programming in a single framework [1]10. Our
program handles the problem of package upgradability management as well as
similar problems of equitable resource sharing.

The results are summarized in the table below (1). The experimentations
were performed with respect to the following con�guration.

8 http://www.mancoosi.org/misc.html
9 A versioned package is represented by a variable pv that gives the status of package
p version s.

10 http://scip.zib.de
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Server: crabe.essi.fr - 4 x CPU x86_64 3Ghz, 16 Gb of RAM
OS: Linux Mandriva

Solver: SCIP-SOPLEX-v1.2
Nb Vars/problem 47 956
Nb Cons/problem: 254 529

Nb problems: 100

Source: �/mancoosi/benchmark/data.mancoosi.org/cudf/10orplus/lp
Criteria: $Source/crit/paranoid
Crit1: min changed (45598 vars)
Crit2: min removed (2352 vars)

The experimental results show that the Leximin (with respect to the follow-
ing utility vector u = 〈u1 = f1(x), u2 = 5× f2(x)〉) approach gets an e�cient
solution compared with a Lexicographic approach where the objective functions
are well ordered. This means that Leximin is able to �nd the good order in most
cases. Indeed, it is shown from the given table (1) that leximin is atleast as good
as lexicographic ordering in the worst case, and this without having to look for
the optimal ordrer between criterions, which is not abvious in general. These ex-
perimental results are also competitive with current approaches [17, 22]. We are
planning to make a detailled comparison with these approaches. Moreover, ob-
jective values sums of Leximin ordering are better compared with Lexicographic
ordering sums. Knowing that the minimal values (see e.g. last column of table
(1)) correnpond to less changes and hence less system upgrades.

7 Conclusion

We introduced in this paper a leximin approach for upgradability package man-
agement problem. We have modeled the problem as a linear multiobjective prob-
lem on 0-1 domains. The leximin solution allows to provide a solution that re-
spects the leximin ordering, guaranteeing to get the best solution on sorted
objective function values.

The leximin algorithm along with the AtLeast meta-constraint are linearized
in order to exploit a MIP solver, for instance SCIP. The experimental results
compared with a well chosen lexicographic order, show the e�ectiveness of the
leximin approach. We are planning to make a detailled comparison with BMO
[22] and sum aggregation operator [17] in order to improve the current perfor-
mances of our approach.
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Table 1. Experimental results for both Leximin and lexicographic ordering

Leximin Lexico
Package to install Solving

time(mn)
Crit1 Crit2

∑
1 Solving
time(sec)

Crit1 Crit2
∑

2

∑
1 −∑
2

1 hal-cups-utils 1.68 47 9 56 29.63 43 13 56 0
2 hellanzb 1.71 50 10 60 25.08 47 13 60 0
3 help2man 1.68 45 9 54 33.78 41 13 54 0
4 hgsvn 1.65 48 9 57 31.48 44 13 57 0
5 hpijs 1.73 44 9 53 30.46 40 13 53 0
6 hplip 1.74 44 9 53 31.10 40 13 53 0
7 i2e 1.83 85 17 102 29.83 73 29 102 0
8 install-info 1.64 47 9 56 30.64 40 13 155 99
9 iotop 2.25 98 19 117 50.91 109 46 154 37

...

91 libalgorithm-dep 1.75 50 9 59 25.80 46 13 59 0
92 libapache2-python 6.52 44 9 53 33.07 80 40 120 67
93 libapache2-mod-cgi 2.58 98 19 117 35.45 136 45 181 64
94 libaprutil-dbd-mysql 2.36 65 13 78 48.55 64 14 78 0
95 libapt-pkg-dev 2.19 64 12 76 32.16 56 20 76 0
96 libapt-pkg-perl 5.76 44 9 53 30.23 40 13 53 0
97 libarchive-zip-perl 6.49 140 26 166 42.02 135 51 186 20
98 libaudio-cd-perl 5.61 141 26 167 42.88 136 51 187 20
99 libaudio-�ac-header 4.65 140 26 166 45.98 135 51 186 20
100 libaudio-musepack 5.43 142 26 168 47.23 137 51 188 20
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Abstract. Cette étude a pour objectif la résolution d’un problème
d’ordonnancement multicritère, modélisant la gestion de l’atelier de pro-
duction des huiles du complexe agro-alimentaire Cevital de Béjaia.
L’ordonnancement des opérations au niveau de l’unité de raffinage des
huiles doit prendre en compte les pertes de temps engendrées par le
nettoyage des lignes de production à chaque changement d’huile. Ces
dernières influent sur le rendement de l’atelier, ce qui fait que l’on doit
les réduire, tout en respectant les délais des livraisons des demandes des
clients et minimisant les temps d’achèvement des différents travaux.

Le problème est modélisé sous forme d’un job shop multicritère flex-
ible. Or, un tel problème est connu pour sa nature NP-difficile. Par
conséquent, nous avons opté pour la résolution par des métaheuristiques
et une méthode hybride. En effet, nous avons appliqué une variante
d’algorithme génétique, ainsi que la méthode du récuit simulé multiobjec-
tifs (MOSA). Afin d’affiner les résultats fourni par l’algorithme génétique,
nous avons développé une méthode AG-MOSA le faisant coopérer avec
la méthode MOSA, et pour affirmer l’efficacité de cette hybridation, une
comparaison des résultats a été effectuée.

1 Introduction

Actuellement, les organisations industrielles sont de plus en plus complexes,
et la nécessité de produire à moindre coût des biens et services de plus haute
qualité et d’avoir des systèmes de production plus flexibles sont des objectifs de
tout gestionnaire d’une entreprise de production.
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Pour faire face à son environnement concurrentiel, l’entreprise doit recourir
aux outils scientifiques afin d’organiser au mieux sa production et mettre en oeu-
vre un système de gestion informatisé, dont l’une de ses fonctions primordiales
est l’ordonnancement.

Un problème d’ordonnancement consiste à organiser dans le temps la
réalisation de tâches, compte tenu de contraintes temporelles (délais, contraintes
d’enchâınement) et de contraintes portant sur la disponibilité des ressources. En
gestion de production, l’ordonnancement consiste à déterminer le séquencement
des opérations à réaliser sur les différentes machines de l’atelier [7].

L’un des problèmes d’ordonnancement d’atelier le plus fréquent est le job
shop flexible. Le job shop consiste à réaliser un ensemble de jobs composés d’une
série d’opérations élémentaires, qui s’effectuent sur un ensemble de ressources.
Ce problème est un problème d’optimisation combinatoire NP-difficile.

Le job shop flexible représente une généralisation de ce dernier, du fait qu’une
opération donnée peut être réalisée par une ou plusieurs ressources et possède
une durée de traitement dépendant de la ressource utilisée.

Vue la complexité de cette classe de problèmes, l’utilisation des
métaheuristiques fournissant des solutions acceptables en un temps raisonnable
s’avère souvent nécessaire.

Ce travail traite la gestion de la production de la raffinerie des huiles du
groupe Cevital. La position du problème a été détaillée dans la section 2. Le
modèle mathématique établi est présenté dans la section 3. Pour la résolution
du problème, nous avons développé une métaheuristique AG-MOSA basée sur
une hybridation d’un algorithme génétique avec la méthode du récuit simulé
multi-objectifs, les détails concernant ces méthodes figurent dans la quatrième
section. La section 5, nous fournie une interprétation des résultats obtenus et on
termine l’article par une conclusion sur ce travail.

2 Position du problème

Le problème traité dans cet article concerne l’atelier de production des huiles
végétales au niveau du complexe agroalimentaire Cevital. Par conséquent, il est
nécessaire de présenter son processus de production à son niveau:

Fig. 1. Processus de production des huiles végétales.
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La figure 1 illustre le cheminement des huiles brutes depuis leurs bacs de
stockage jusqu’à leur expédition.

L’huile brute passe par l’unité de raffinage où elle subit un traitement sur une
des lignes. L’huile raffinée sera affectée dans les bacs de stockage intermédiaires
entre la raffinerie et l’unité du conditionnement. La mise en bouteilles s’effectue
au niveau de l’unité de conditionnement. Ce processus s’achève par l’expédition
de l’huile.

On traite plusieurs qualités d’huiles au niveau de l’unité de raffinage. De
ce fait, le passage du raffinage d’un certain type d’huile vers un autre sur une
même ligne, nécessite un nettoyage de la ligne afin d’assurer la bonne qualité du
produit final (éviter la contaminations des huiles), ce qui engendre un retard sur
la durée de réalisation des travaux dans la châıne de production.

Par conséquent, l’objectif principal de cette étude est de trouver un ordon-
nancement réalisable qui minimise la date d’achèvement des travaux, le retard
sur les jobs et les pertes de temps sur les lignes de raffinage. La spécificité du
modèle construit est la prise en compte des opérations de nettoyage des lignes
de raffinage des huiles et des bacs des stockage se situant entre les lignes de
raffinage et la mise en bouteilles des huiles.

3 Modélisation du problème

Dans le problème considéré, on se fixe l’hypothèse que toutes les machines
sont fiables pendant toute la période de l’ordonnancement, c’est-à-dire que les
pannes et les arrêts des machines ne sont pas pris en compte dans notre étude.

Notations:
Afin de modéliser mathématiquement le problème posé, nous avons adoptés

les notations suivantes:

◦ (i,j): Opération ”j” du job ”i”;
◦ tij : date de début de l’opération (i,j);
◦ Ci: date d’achèvement du travail ”i”;
◦ dijk: durée de l’opération (i,j) sur la machine ”k”;
◦ pjj′k: temps perdu lors du passage de l’opération ”j” à ”j′” sur la la machine

”k”;
◦ jder: la dernière opération d’un job;
◦ Di: date d’achèvement prévue pour le job ”i”;
◦ Or: ensemble des opérations de raffinage;
◦ Oc: ensemble des opérations du conditionnement;
◦ Os: ensemble des opérations de stockage;
◦ Qtei: quantité d’huile ’i’ à raffiner durant une semaine;
◦ Eij : ensemble des lignes pouvant effectuer l’opération (i,j);
◦ Nbjob: le nombre de jobs considérés dans l’ordonnancement;
◦ nbouti: nombre de bouteilles de format type ’i’ (i=1,..,5) à remplir durant la

semaine, sachant que Cevital utilise cinq types de bouteilles pour le condi-
tionnement des huiles commercialisées;
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◦ capi: capacité de conditionnement en format type ’i’ durant la semaine;
◦ cap(A): capacité de raffinage sur la ligne A durant la semaine;
◦ cap(B): capacité de raffinage sur la ligne B durant la semaine;
◦ cap(C): capacité de raffinage sur la ligne C durant la semaine.

Variables de décision
Dans ce modèle, nous avons considéré les variables suivantes:

Xijk =
{

1, si l’opération (i,j) est affectée à la ligne k,
0, sinon.

i = 1, . . . , Nbjob; j = 1, . . . , nbopi; k = 1, . . . ,m,

avec nbopi: nombre d’opérations constituant le job ”i”;

Y(ij)(i′j′)k =
{

1, si (i’,j’) succède (i,j) sur la ligne k,
0, sinon.

i = 1, . . . , Nbjob; i′ = 1, . . . , Nbjob; j = 1, . . . , nbopi; j′ = 1, . . . , nbop′i.

Les fonctions objectifs

1. Minimiser la plus grande date d’achèvement des travaux:

min max
i∈{1,...,Nbjob}

Ci,

où
Ci = tijder

+
∑

k∈Eijder

dijderk.Xijderk, ∀i = 1, Nbjob.

2. Minimiser le retard maximal sur les travaux:

min max
i∈{1,..,Nbjob}

(Ci −Di).

3. Minimiser les pertes de temps sur les lignes de raffinage:

min
Nbjob∑

i=1

nbopi∑

j=1

Nbjob∑

i′=1

nbopi′∑

j′=1

pjj′k.Y(ij)(i′j′)k, k = 1, 3.

Les contraintes

1. Une opération n’est affectée qu’à une seule ligne:
∑

k∈Eij

Xijk = 1, ∀(i, j).
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2. Une opération ne peut être affectée à une ligne inadéquate:
∑

k∈Eij

Xijk = 0, ∀(i, j),

où Eij est l’ensemble des machines qui n’appartiennent pas à l’ensemble Eij .
3. Deux opérations ne peuvent s’effectuer simultanément sur une même ligne:

Y(ij)(i′j′)k[tij +
∑

k∈Eij

(dijk + pjj′k)Xijk] ≤ ti′j′,

∀k, ∀ (i, j), ∀ (i′, j′) avec (i, j) 6= (i′, j′).
4. Une opération d’un certain job ne peut débuter que lorsque certaines

opérations de celui-ci sont achevées:

tij ≥ ti(j−1) +
∑

k∈Ei(j−1)

di(j−1)kXi(j−1)k,

∀(i, j) ∈ {i = 1, . . . , Nbjob, j ∈ Oc, (j − 1) ∈ Os}.
5. On n’attend pas la fin du raffinage d’une huile pour commencer à la stocker:

ti(j−1) + α
∑

k∈Ei(j−1)

di(j−1)kXi(j−1)k ≤ tij ,

tij ≤ ti(j−1) +
∑

k∈Ei(j−1)

di(j−1)kXi(j−1)k,

avec: α ∈]0, 1[, ∀(i, j) tel que j = Os(l), (j − 1) = Or(l), ∀l = 1, . . . , 6.
Notons qu’il y’a six qualités d’huiles brutes raffinées à Cevital.

6. Chaque opération précède une et une seule opération de manière directe:

Nbjob∑

i′=1

nbopi′∑

j′=1

∑

k∈Eij∩Ei′j′

Y(ij)(i′j′)k = 1, ∀(i, j).

7. Contrainte sur les capacités de raffinage des huiles:

2∑

i=1

Qtei ≤ cap(A) + cap(B) + cap(C),

6∑

i=3

Qtei ≤ cap(A) + cap(B).

8. Contrainte sur les capacités de conditionnement:

nbouti ≤ capi, ∀i = 1, . . . , 5.

où le nombre de type de bouteilles de conditionnement utilisées à Cevital est
de cinq.
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Contraintes de positivité et de binarité

tij ≥ 0.

Xijk ∈ {0, 1}, ∀i, j, k.
Y(ij)(i′j′)k ∈ {0, 1}, ∀k, (i, j), (i′, j′).

4 Les méthodes de résolution

Le problème du job shop flexible est un problème NP-difficile. Par conséquent,
sa résolution par des méthodes exactes s’avère dans la plupart des cas impossible,
vu son caractère fortement combinatoire. C’est pour cela que pour un problème
de taille industrielle tel que celui étudié dans ce papier, le recours à l’usage des
métaheuristiques est inévitable pour obtenir une solution acceptable en un temps
raisonnable.

Pour ce job shop flexible multicritère, nous avons opté pour la résolution
par un algorithme génétique, la méthode MOSA et l’hybridation de ces deux
algorithmes.

4.1 Algorithme Génétique (AG)

Selon la variante d’algorithmes génétiques utilisée, de nombreuses solutions
plus ou moins bonnes, du problème donné sont créées au hasard. Ces ”solutions”
ne sont au départ pas nécessairement très bonnes. La population de solutions
est alors soumise à une imitation de l’évolution des espèces: mutations et repro-
ductions par hybridation(croisement). En favorisant la survie des plus ”aptes”
(les solutions les plus correctes), on provoque l’apparition d’hybrides meilleurs
que chacun de leurs parents.

La population initiale donne ainsi naissance à des générations successives,
mutées et hybridées à partir de leurs ”parents”. Le mécanisme d’encouragement
des éléments les plus aptes a pour résultat que les générations successives sont
de plus en plus adaptées à la résolution du problème [1].

Algorithme génétique classique:

(1) choisir un codage pour les individus de la population;
(2) générer la population initiale;
(3) évaluer les individus générés;

Tant que (le critère d’arrêt est non satisfait) faire:
(4) sélectionner les meilleurs individus;
(5) appliquer l’opérateur de croisement, puis évaluer les individus résultants;
(6) appliquer l’opérateur de mutation, puis évaluer les mutants;
(7) remplacer l’ancienne population par les meilleurs individus obtenus;

Fin tant que.
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Pour la résolution de notre problème, nous nous sommes inspirés de la vari-
ante présentée dans l’article de F. Pezzella, G. Morganti et G. Ciaschettib [3].
Cette variante résout un job shop flexible monocritère, où sont intégrées des
stratégies modifiant celles connues dans la littérature, et dont la combinaison
fournit une meilleure valeur à la fonction objectif à chaque étape de l’algorithme.
En fait, il s’agit d’une amélioration des stratégies que Kacem et al ont présenté
dans [5] pour la génération de la population initiale, la selection des individus,
la reproduction et la mutation.

Afin d’intégrer l’aspect multicritère dans l’algorithme à implementer, nous
avons défini une fonction ”fitness” pondérant les différents objectifs à optimiser
afin de pouvoir évaluer les individus de la population. Par la suite, nous avons
fixé un nombre d’itérations de l’algorithme nous permettant d’avoir une solution
de bonne qualité en un temps de calcul raisonnable.

4.2 Structure de l’algorithme génétique

Le codage des individus: Chaque chromosome correspond à une solution
du problème, c’est-à-dire à un ordonnancement. Les gènes des chromosomes
décrivent l’affectation des opérations aux machines ainsi que leurs dates de début.
L’ordre dont lequel ils apparaissent reflète le séquencement entre les opérations.

La population initiale: Un chromosome est obtenu en combinant plusieurs
procédures:

L’affectation:
Pour résoudre le problème d’affectation, nous avons utilisé les deux règles

présentées dans [3].
Le séquencement:
Une fois le problème d’affectation résolu, il faut séquencer les opérations sur

les machines tout en respectant les contraintes de précédence pour un même job,
et minimisant les pertes de temps au niveau des lignes de raffinage. Pour cela,
on pourrait combiner entre trois règles, à savoir:

1. Random: sélectionner aléatoirement un job, puis séquencer ses opérations,
répéter ceci jusqu’a ce que tous les travaux soient séquencés.

2. Most Work Remaining (MWR): on commence par séquencer les jobs dont le
temps restant pour leurs achèvement est le plus grand.

3. Most Operations Remaining (MOR): on séquence d’abord les jobs dont le
nombre d’opérations restantes est le plus grand.
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Dans notre travail, on a ajouté une quatrième règle ”séquencement” où les
opérations de stockage n’attendent pas forcément la fin du raffinage des huiles
en question pour débuter, mais elles peuvent commencer dès qu’un certain pour-
centage de la quantité à raffiner soit prête à être stockée.

Evaluation des individus: Pour évaluer les individus de la population, on doit
définir une fonction fitness ou adaptation, celle-ci peut être formulée comme une
pondération des objectifs considérés.

La selection: On a choisi la méthode ”Linear Ranking” qui consiste à trier les
individus suivant l’ordre décroissant de leurs adaptations. On affecte un rang ri
pour chacun d’entre eux et une probabilité:

pi =
2ri

N(N + 1)
, i = 1, . . . , N,

où N est la taille de la population.
A la fin de la procédure, on aura sélectionné un certain nombre d’individus.

Le croisement: Le croisement est un opérateur génétique que l’on applique à
une paire d’individus parmi ceux sélectionnés. Certains opérateurs agissent sur
le séquencement des opérations, alors que d’autres influent sur leur affectation.
La procédure que l’on a implémentée est POX (Precedence Preserving Order-
based Crossover) [3].

La mutation: Contrairement à l’opérateur de croisement, la mutation ne
s’applique pas à un couple d’individus, mais à un seul chromosome. La mu-
tation peut aussi influencer soit sur l’affectation, soit sur le séquencement des
opérations. Notre choix s’est porté sur la procédure PPS (Precedence Preserving
Shift mutation) [3].

Le Critère d’arrêt: L’algorithme s’arrête lorsque le nombre d’itérations
(générations) fixé est atteint, ainsi le meilleur ordonnancement est obtenu.
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Fig. 2. Organigramme de l’algorithme génétique implémenté

4.3 La méthode MOSA

La méthode MOSA (Multi Objective Simulated Annealing) présentée dans
[4], s’appuie sur la méthode du recuit simulé multiobjectif, elle prend en
compte plusieurs vecteurs de pondérations des objectifs, puis fournit le vecteur
d’agrégation correspondant à la meilleure solution obtenue.

Le principe de cette méthode est de générer aléatoirement une solution
initiale x0, puis de rechercher parmi les solutions voisines à x0, une bonne
approximation de la solution efficace, pour chaque vecteur poids considéré.
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L’algorithme de la méthode MOSA:

(a) Initialisation:
– calculer aléatoirement une solution initiale x0.
– évaluer la solution initiale.
– fixer la température maximale (initiale).
– fixer la température minimale (finale).
– fixer le pas de l’algorithme.
– fixer le paramètre de refroidissement.
– fixer le nombre maximal d’itérations.
– insérer les vecteurs poids à considérer.

(b) Itération (n):
– on génère aléatoirement une solution voisine à la solution calculée à

l’itération (n-1).

– on évalue cette solution avec une fonction
N∑

i=1

λi fi où λ = (λ1, ..., λN )

est le vecteur de pondération choisi à l’itération (n).
– calculer l’écart entre les deux évaluations successives
4s =

n∑
i=1

λifi(xn)−
n∑

i=1

λifi(xn−1).

– s’il y a une amélioration, alors on garde la nouvelle solution sinon on
l’accepte avec une probabilité e

−4s
Tn .

Dans le cas d’amélioration, la température décrôıt avec un certain taux
de refroidissement tout en respectant le pas fixé.

(c) Critère d’arrêt: l’algorithme s’arrête lorsque le nombre d’itérations fixé
est atteint ou bien la température a diminué en dessous de la température
finale.

4.4 L’algorithme hybride: AG-MOSA

Afin de rendre les algorithmes plus performants et robustes, de nombreux
travaux proposent de combiner différentes métaheuristiques et/ou méthodes ex-
actes. Depuis quelques années, de nombreuses approches coopératives ont vu le
jour dans la littérature. Le but de ces approches est de combiner les avantages
des différentes méthodes d’optimisation. Ainsi, de nombreuses coopérations de
type métaheuristique/métaheuristique puis métaheuristique/exacte ont prouvé
leur efficacité [6] .

Il faut savoir que la coopération entre des algorithmes ne transforme pas
un problème NP-difficile en un problème polynomial. Cependant, il s’avère que
des événements statistiquement rares pour un algorithme stochastique (par ex-
emple, découvrir un optimum local d’une certaine qualité) ont une probabilité
d’occurrence beaucoup moins négligeable quand plusieurs algorithmes coopèrent
[2].

Pour affiner la solution fournie par l’algorithme génétique, nous avons
développé une méthode faisant coopérer cet algorithme avec la méthode MOSA,
que nous avons appelée méthode AG-MOSA.
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Son principe est de prendre comme solution initiale celle fournie par
l’algorithme génétique, l’évaluer, puis exécuter la méthode MOSA à partir de
l’étape (b).

Fig. 3. Hybridation AG-MOSA

5 Interprétation des résultats obtenus avec les
algorithmes sur le modèle

Nous présentons les résultats des résolutions à l’aide des trois algorithmes AG,
MOSA et AG-MOSA du problème du job shop flexible multicritère, modélisant
la gestion de la production de l’unité de raffinage des huiles de Cevital, disposant
de trois lignes de production. On prendra en considération les temps de nettoyage
à chaque changement de la qualité d’huile sur une ligne.

Nous avons considéré trois jeux de données:

• Test (1): la demande a été insérée pour un délai de deux jours et la produc-
tion a été lancée en date du 06/06/2009.

• Test (2): la demande a été insérée pour un délai de quatre jours et la pro-
duction a été lancée en date du 06/06/2009.

• Test (3): la demande a été insérée pour un délai de sept jours et la production
a été lancée en date du 02/06/2009.

Les tests sont effectués sur une machine avec un processeur ”pentium 4” (1.50
GHz). On a introduit des données communes pour les trois méthodes afin de
pouvoir les comparer.

Les données insérées:

Quantité en palettes

Produit Flr(5LB) Flr(4LB) Flr(2L) Flr(1L) Flr(0.75L) Frd (5L ) Frd(2L ) Frd(1L) El(5L) El(2L) El(1L)

Test 1 300 400 490 450 520 320 330 100 700 630 600

Test 2 600 800 900 950 520 420 330 200 960 610 600

Test 3 900 1000 1080 1110 720 620 530 200 1260 810 600
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Quantité en Kg

Produit PO HPO HBO TN ODF

Test 1 23450 34590 45400 30000 44050

Test 2 23450 123560 545400 400000 14400

Test 3 634590 703560 1345400 4000000 1114400

Flr(..): huile ’Fleurial’;
Frd(..): huile ’Fridor’;
El(..): huile ’Elio’;
5LB (4LB): format de conditionnement 5(4) litres boxée;
PO: huile de palme;
HPO: huile de palme hydrogénée;
ODF: oléine doublement fractionnée;
TN: huile de tournesol.

Comparaison des résultats: Voici un tableau comparatif, qui récapitule les
résultats obtenus (en terme de fonctions objectifs) pour chacune des méthodes
implémentées, obtenus pour les trois tests.

Fonctions objectifs Tests AG MOSA AG-MOSA

T(1) 3jr/15h/51min 1jr/19h/52min 1jr/12h/17min
Retard maximal T(2) 2jr/0h/7 min 1jr/3h/43 min Pas de retard

T(3) 2jr/6h/45 min 4h36min Pas de retard

T(1) 11/06 à 15h51min 09/06 à 19h52min 09/06 à 12h17min
Cmax T(2) 15/06 à 0h7min 14/06 à 3h43min 11/06 à 5h15min

T(3) 11/06 à 00h/37min 09/06 à 04h/36min 08/06 à 22h/19min

T(1) 2h 6h 2h
Perte de temps sur la ligne C T(2) 2h 2h 2h

T(3) 2h 6h 2h

T(1) 8h 2h 2h
Perte de temps sur la ligne A T(2) 4h 2h 2h

T(3) 4h 2h 2h

T(1) 4h 2h 2h
Perte de temps sur la ligne B T(2) 8h 6h 2h

T(3) 8h 2h 2h

A travers ce tableau, il est clair que les résultats de la méthode MOSA sont de
meilleure qualité que ceux de l’algorithme génétique. La méthode hybride AG-MOSA
fournit les meilleurs résultats parmi les trois méthodes. En effet, les pertes de temps au
niveau des lignes de raffinage données par l’algorithme génétique sont plus grandes que
celles données par la méthode MOSA, ce qui justifie le retard important sur les jobs
pour cet algorithme. La méthode hybride AG-MOSA affine la solution de l’algorithme
génétique sur tous les critères, elle minimise les temps de pertes sur les lignes de
raffinage et réduit considérablement le retard sur les travaux.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons développé une métaheuristique hybride pour la
résolution d’un problème de job shop flexible multicritère modélisant le problème de
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planification de la production des huiles de Cevital. Cette métaheuristique fait coopérer
un algorithme génétique(AG) et la méthode du récuit simulé multi-objectifs (MOSA).
Afin de prouver son efficacité, nous l’avons testé sur des données de l’entreprise et nous
avons comparé les résultats obtenus avec ceux fournis par les deux premières méthodes.
Après l’étude des résultats de ces métaheuristiques, nous avons conclu que la méthode
hybride répond mieux aux objectifs fixés. De plus, cette méthode permet de fournir une
solution acceptable en un temps raisonnable pour pouvoir procéder une planification
de la production.
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Multi-objectifs: Application aux Problèmes d’Ordonnancement de Type Flow-
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Abstract. We deal with obtaining Pareto optimal solutions of a multiobjective
stochastic integer linear programming problem when chance constrained pro-
gramming (CCP) is used to handle with the randomness. Under the assumption
that the random variables are independent and normally distributed, it is shown
how this problem can be approximated by an equivalent multiobjective integer
monotonic programming problem. The algorithm developed here for identifying
the Pareto optimal solutions of the considered problem combines the discrete
polyblock approach and the notion of level sets. A numerical example is included
to illustrate the different steps of the presented algorithm.

keywords: Multiple objective programming, Stochastic Programming, Chance
constrained programming, nonlinear programming, level sets.

1 Introduction and background

Much of decision making in the real-world takes place in an environment where the
objectives, constraints or parameters are not known precisely (see Lai and Hwang [12]
and Liu [13]). Therefore a decision is often made on the basis of vague information
or uncertain data. The uncertainty may be interpreted as randomness or fuzziness. The
randomness occurring in the multiobjective linear programming (MOLP) problems is
categorized as the multiobjective stochastic linear programming (MOSLP) problems.
As in the stochastic optimization problems (see, for example, Birge and Louveaux [6],
Kall [9], Prékopa [16], Stancu-Minasian [19] and Klein Haneveld &Van der Vlerk [10])
the problem coefficients are assumed as random variables with known distributions in
most of cases. (MOSLP) models are appropriate when data evolve over time and deci-
sions need to be prior to observing the entire data stream. Then, the way of modeling
the (MOSLP) problems and obtaining efficient solutions depends in large part on the
nature of available information about the random parameters.

The (MOSLP) models have been developed for a variety of applications, includ-
ing portfolio selection (Aouni and al. [2], Ballestero and al. [3], Shing and al. [18],
Ogryczak [14]), investment planing (Ben Abdelaziz and al. [4]) and electric power gen-
eration (Teghem and al. [21]), to mention a few.

Most previous efforts in this field have been devoted to positive decision variables.
In many situations, however, fractional values of the variables are not physically mean-
ingful. Therefore, modeling with multiobjective stochastic integer linear programming
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(MOSILP) programs and the development of solution algorithms for such problems are
of great interest to management scientists.

Progress has not been substantial on (MOSILP) and the present literature on it is
surprisingly thin (see for example, Abbas and Bellahcene [1], Saad and Kittani [17],
Teghem [22]). In [1], the Benders decomposition method [5] and four types of cuts are
used to develop a generating technique for identifying a compromise solution from a set
of available candidates. The stochastic data are treated by a recourse approach to obtain
an equivalent multiobjective integer linear programming (MOILP) two-stages problem.
Duality proprieties are then used to check for feasibility of the recourse problem. In
[17], a solution algorithm is presented for solving (MOILP) problems involving de-
pendent random parameters in the objective functions and linearly independent random
parameters in the constraints. The STRANGE-MOMIX method presented by Teghem
in [22] is interactive and based on the generalized Tchebycheve norm to generate effi-
cient solutions.

This paper deals with the multiobjective integer problem with probabilistic con-
straints. The random variables are assumed to be normally distributed with mean and
variance that are linear in the decision variables. Due to the randomness, it is almost
impossible to solve it directly. It is shown how this problem can be transformed into
an equivalent multiobjective integer monotone programming problem. The algorithm
presented here combines the polyblock method [15] with the notion of level sets to
compute all the Pareto optimal solutions respecting given reservation levels.

The next section describes the considered stochastic model and shows how to con-
vert it into an equivalent multiobjective deterministic monotone program. In section 3,
we review some basic properties of monotonic functions followed by a brief descrip-
tion of the polyblock approach in section 4. The level-sets characterization of the pareto
optimal solutions is given in section 5. The algorithm development is detailed in sec-
tion 6. We conclude the paper with an illustrative example and some considerations on
possible future research in this field.

2 Problem statement and structural properties

We consider a multiobjective integer linear programming problem involving random
variable coefficients in the objectives functions formulated as:

”max” (f1(x), f2(x) . . . , fp(x))
subject to Pr[Ai(w)x ≤ di(w)] ≥ qi, i = 1, . . . ,m

x ∈ X = {x ∈ Zn
+ | aj ≤ xj ≤ bj , j = 1, ..., n}

(PS)

fk, k = 1, . . . , p are linear increassing functions of the formfk(x) = Ckx where
Ct

k ∈ Rn andx ∈ Rn. A(m× n) andb(m× 1) represent stochastic parameters.w is a
random vector from the probability space(Ω, Σ, P ). Pr {t} denotes the probability of
the eventt ∈ Σ under the probability measurePr andqi, i = 1, . . . ,m are probability
levels.

In the following, the basic technique of chance constrained programming (CCP)
is used to transform problem (PS) into an equivalent multiobjective integer mono-
tonic problem according to the predefined probabilitiesqi, i = 1, . . . ,m. We assume
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that the random variablesaij anddi are normally and independently distributedaij

y N(µij , ν
2
ij) anddi y N(mi, σ

2
i ) then, the random vectorti(x) = Aix − di is

normally distributed with mean

mi(x) =
n∑

j=1

µijxj −mi

and variance

σ2
i (x) =

n∑

j=1

ν2
ijx

2
j + σ2

i .

Using this observation, the constraints in (PS) can be written as:

Pr (Aix ≤ di) ≥ qi ⇐⇒ Pr

(
ti(x)−mi(x)

σi(x)
≤ −mi(x)

σi(x)

)
≥ qi

⇐⇒ mi(x) + Φ−1(qi)σi(x) ≤ 0

WhereΦ(·) is the distribution function of the standard normal distribution. The values
Φ−1(qi) which are positive forqi ≥ 1

2 (see, Ishii [8]) can be obtained from any standard
normal distribution table.

Problem (PS) is rewritten as:

max (f1(x), f2(x), . . . , fp(x))
subject to

gi(x) =
n∑

j=1

µijxj −mi + Φ−1(qi)

√
n∑

j=1

ν2
ijx

2
j + σ2

i ≤ 0, i = 1, . . . ,m

x ∈ X = {x ∈ Zn
+ | aj ≤ xj ≤ bj , j = 1, ..., n}

(PD)

wheregi, i = 1, . . . ,m are real increasing functions. Kataoka [11] is credited for for-
mulating problem (PS) and the development of problem (PD).

3 Characteristics of monotonic programs

For any two vectorsx, y ∈ Rn we writex ≤ y to meanxi ≤ yi for everyi = 1, . . . , n.
If a ≤ b then the box[a, b] is the set of allx ∈ Rn satisfyinga ≤ x ≤ b. Whenx ≤ y
we also say thaty dominatesx. A function f : Rn

+ 7−→ R is said to be increasing if
f(y) ≥ f(x) whenevery ≥ x ≥ 0. A setS ⊂ [a, b] is said to be normal if

a ≤ x ≤ y , y ∈ S =⇒ x ∈ S (1)

The normal hull ofS is the smallest normal set containingS.

Proposition 1. The normal hull ofS is the setSq = ∪
z∈S

[a, z] . If S is compact so is

Sq .
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Proof. Let P = ∪
z∈S

[a, z]. P is normal andP ⊃ S, henceP ⊃ Sq. Conversely, if

x ∈ P thenx ∈ [a, z] for somez ∈ S ⊂ Sq, hencex ∈ Sq by normality ofSq, so
thatP ⊂ Sq and, thereforeP = Sq. If S is compact thenS is contained in a ball B
centered at 0, and ifxk ∈ Sq, then sincexk ∈

[
a, zk

]
⊂ B, there exists a subsequence

{kν} ⊂ {1, 2, . . .} such thatzkν −→ z0 ∈ S, xkν −→ x0 ∈
[
a, z0

]
, hencex0 ∈ Sq,

proving the compactness ofSq.

Definition 1. A polyblockP is the normal hull of a finite setT ⊂ [a, b] called its vertex
set.

By proposition 1,P = ∪
z∈T

[a, z]. The intersection of finitely many polyblocks is a

polyblock. A vertexz of a polyblock is proper if there is no vertexz′ 6= z "dominating"
z i.e. such thatz′ ≥ z and improper otherwise. Improper vertices can be deleted without
changing the polyblock, so a polyblock is fully determined by its proper vertices.

Proposition 2. The maximum of an increasing function f over a polyblock is achieved
at a proper vertex of this polyblock.

Proof. Let x∗ be a maximizer off(x) over a polyblockP . Since a polyblock is the
normal hull of its proper vertices, there exists a proper vertexz of P such thatx∗ ∈
[a, z]. Thenf(z) ≥ f(x∗) becausez ≥ x∗, soz must be also an optimal solution.

4 The polyblock approach

Consider a single objective optimization program (PD1) derived from (PD) by choosing
the first objective. Note that in place off1, one can similarly consider the objective
functionfk for anyk ∈ {2, ..., p}.

max f1(x)

subject to gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m (PD1)

x ∈ X = {x ∈ Zn
+ | aj ≤ xj ≤ bj , j = 1, ..., n}

From property (1), the setS = {x ∈ X | gi(x) ≤ 0 for i = 1, ...,m} defined above
(with m increasing functionsgi) is normal.

Let us define
G(x) = max

i=1,...,m
{gi(x)} (2)

The boundary of the constraints can be expressed asΓ = {x ∈ X | G(x) = 0}.
Let 〈α, β〉 be an integer box inX with α ∈ S andβ /∈ S. Suppose also thatG(α) < 0.
Let xb be an intersection point of the linex = λ∗α + (1− λ∗)β, 0 ≤ λ∗ ≤ 1 and the
boundaryΓ . SinceG(α) < 0 andG(β) > 0, there must exist anxb in X that satisfies
G(xb) = 0, i.e., gi(xb) ≤ 0 for i = 1, ...,m and there exists at least onei such that
gi(xb) = 0.

λ∗ = sup {λ ∈ [0, 1] | λα + (1− λ)β ∈ S} (3)
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Bisection method or Newton’s method can be used to search for the root of equation
(3).

Denote bybxc the integer vector with itsi-th component being the maximum integer
less than or equal toxj , j = 1, ..., n and denote bydxe the integer vector with itsj-th
component being the minimum integer greater than or equal toxj , j = 1, ..., n. Let
xF = bxbc andxI = dxbe. Suppose thatxb is not integral (otherwisexF = xI ). It is
easy to see thatxF is a feasible point(xF ∈ S) andxI is infeasible(xI /∈ S).

Consider the integer boxes〈α, xF 〉 and〈xI , β〉. By the monotonicity off1 andgi,
there are no feasible points better thanxF in 〈α, xF 〉 and there are no feasible points
in 〈xI , β〉. Therefore, we can remove integer boxes〈α, xF 〉 and〈xI , β〉 from 〈α, β〉 for
further consideration after comparingxF with the incumbent solution.

We will refer the process of cutting non-promising integer boxes and partitioning a
revised domain into sub-boxes as domain cut. The domain cut is based on the monotone
properties off1 andgi, (see Xun and al. [19, p. 172]).

Theorem 1. Let A = 〈α, β〉, B = 〈α, γ〉 andC = 〈γ, β〉 whereα ≤ γ ≤ β. Then
bothA \ B andA \ C can be partitioned into at mostn new integer boxes.

A \ B =
n⋃

j=1




j−1∏

k=1

〈αk, γk〉 〈γj + 1, βj〉 ×
n∏

k=j+1

〈αk, βk〉


 (4)

A \ C =
n⋃

j=1




j−1∏

k=1

〈γk, βk〉 〈αj , γj − 1〉 ×
n∏

k=j+1

〈αk, βk〉


 (5)

Theorem 1 shows that the set of the integer points left in〈α, β〉 after removing〈α, xF 〉
and〈xI , β〉 can be partitioned into a union of smaller integer boxes.

5 Characterization of efficient solutions

In the following, we will use the concept of Pareto optimality to define the maximization
in (PD).

Definition 2. A solutionx∗ ∈ S is called Pareto optimal if and only if there is no
x ∈ S such thatfk(x) ≥ fk(x∗), k = 1, . . . , p andfk(x) > fk(x∗) for at least one
k ∈ {1, . . . , p}. The set of all Pareto optimal solutions is denoted bySpar.

Independent of the properties of the objective functionsCk or the constraint set
S, Pareto optimal solutions can be characterized geometrically. In order to state this
characterization, we introduce the notion of level sets and level curves.
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Definition 3. Letηk ∈ R for k = 1, . . . , p
1. The setLk

≥(ηk) = {x ∈ S | fk(x) ≥ ηk} is called the level set offk with respect to
the levelηk

2. The setLk
=(ηk) = {x ∈ S | fk(x) = ηk} is called the level curve offk with respect

to the levelηk.

The following characterization of Pareto optimal solutions by level sets and level
curves was given by Ehrgott and al. [7].

Lemma 1. Letx∗ ∈ S . Thenx∗ is Pareto optimal if and only if

p
∩

k=1
Lk
≥(fk(x∗)) =

p
∩

k=1
Lk

=(fk(x∗))

i.e.x∗ is Pareto optimal if and only if the intersection of allp level sets offk with respect
to levelsfk(x∗) is equal to the intersection of the level curves offk, k = 1, . . . , p with
respect to the same levels.

Because we will use the result of Lemma 1 throughout the paper the following
notation will be convenient.
Forη ∈ Rp let

S(η) = {x ∈ S | fk(x) ≥ ηk, k = 1, . . . , p} =
p
∩

k=1
Lk
≥(ηk)

Correspondingly,S(η)par will denote the Pareto set ofS(η).

When the decision maker is not able to specify the levelsηk, these can be replaced
by the valuesfN

k = min
x∈S

fk(x) wherefN = (fN
1 , fN

2 , . . . , fN
p ) is the nadir point of

problem (PD).

6 Pareto optimal solutions with reservation levels

The goal is to use the characterization given in Lemma 1 to find all Pareto optimal
solutions of problem (PD) respecting given reservation levelsηk, k = 1, . . . , p. Instead
of an explicit computation of the intersection of level sets and checking the condition
of Lemma 1, we will generate one level setL≥(η1) (without loss of generality) and
then check for each element of this level set if it is also contained in the other level
sets and if it dominates or is dominated by a solution found before. The level sets
construction uses the polyblock method which consists of finding a feasible pointxF

and an infeasible pointxI and generating integer boxes using the formulas (4) and (5).
The best feasible solution obtained during the generation of integer boxes is kept as an
incumbent solution. Moreover, by the monotonicity of the problem, an integer box with
the function value of its upper bound point less than or equal to the function value of the
incumbent can be discarded. The partition is successively refined and integer boxes that
do not contain an optimal solution are removed. The set of the nondominated solutions
respecting the given levels is find in a finite number of iterations.
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6.1 Algorithm

(Initialization). Set(η1, η2, . . . , ηp).
Let a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn).
If a is infeasible, then problem (PD1) has no feasible solution. Ifb is feasible, then
b is the optimal solution to (PD1), Otherwise, setx1 = a.
If f1(x1) < η1 then stopS(η)par = ∅
k = 1
Xk =< a, b > , S(η)Par =

{
xk

}

Step 1 :k = k + 1 (Box selection and finding boundary point).
Select an integer box〈α, β〉 ∈ Xk.
Use the bisection method to find the roots of the equation

G [λα + (1− λ)β] = 0, λ ∈ [0, 1]

whereG is defined in (2). Setxb = λ∗α + (1− λ∗)β. SetxF =bxbc. If xF = xb

then setxI = xb + ej , whereej is thej-th unit vector inRn with xb + ej ≤ β.
Otherwise, setxI = dxbe.

Step 2 : Iff1(xF ) < η1, go to step 4.
else Ifxk ∈ L≥ for all k = 2, . . . , p then go to step 3.

Step 3 : For1 ≤ i ≤ k − 1.
If xk dominatesxi thenS(η)par = S(η)par \

{
xi

}
, go to step 4.

else ifxi dominatesxk then go to step 4.
else iff1(xk) = f1(xi) thenS(η)par = S(η)par ∪

{
xk

}
, go to step 4.

Step 4 : (Partition and Remove).
(i) Apply the formula (5) to partition the setΩ1 =〈α, β〉 \ 〈xI , β〉 into a union
of integer boxes. LetxF ∈ 〈α̂, β̂〉 ∈ Ω1. SetΩ1 = Ω1 \ 〈α̂, β̂〉 .
(ii) Apply the formula (4) to partition the setΩ2 =〈α̂, β̂〉\ 〈α̂, xF 〉.
(iii) Set Y k =Ω1 ∪Ω2.
(iv) Perform the following for each integer box〈α, β〉 generated in the above
partition process:
(a) If β is feasible, remove〈α, β〉 from Y k. Furthermore iff1(β) > f1(xk)
setxk =β.
(b) If α is infeasible, remove〈α, β〉 from Y k.
(c) If f1(β)< f1(xk), remove〈α, β〉 from Y k.
(d) If α is feasible,β is infeasible andf1(α) >f1(xk).
Setxk = α andf1(xk) = f1(α) go to step 2.
DenoteZk the set of integer boxes after the above removing process.

Step 5 : (Updating integer boxes)
Remove all integer〈α, β〉 in Xk with f1(β) < f1(xk) . SetXk+1 = Xk ∪ Zk.
If Xk+1 = ∅ stop, otherwise setk = k + 1 go to step 1.

The finite convergence of the algorithm can be easily seen from the finiteness ofX
and the fact that at each iteration at least the integer pointsxF andxI are removed from
Xk. The algorithm proceeds successively by refining the partition and removing integer
boxes that do not contain promising solutions and finally terminates in a finite number
of iterations.
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7 Conclusion

The main contribution of this study is a level-set-polyblock method for generating
Pareto optimal solutions for multiobjective integer linear problems with probabilistic
constraints. This method does not require specific mathematical properties to be sat-
isfied by the objectives or the constraints. It exploit only their monotonic properties.
It appears on several examples that the algorithm performs faster and since only the
Pareto optimal solutions respecting given reservation levels must be found, this method
may be usefull for large monotonic programs. However further experimental validation
of this observation is needed.
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Résumé Dans ce travail, nous proposons une recherche locale utili-
sant les concepts de la logique floue pour la détection d’intrusion. Le
système de classification flou proposé démarre d’un ensemble de règles
floues si-alors générées aléatoirement. Ensuite, une recherche locale est
appliquée afin d’optimiser les règles de base générées initialement par le
système. L’algorithme proposé a été implémenté et validé sur les bench-
marks DARPA. Les données que nous manipulons sont orientées dé-
tection d’intrusions. Plus précisément, nous traitons 10% de la base de
donnée KDD′99. Nous considérons les cinq classes de la batterie de test
KDD à savoir la classe DoS (Denial-of-Service), la classe R2L (Remote
to Local Access), la classe U2R (User to Root attacks), la classe Probing
(Probing Attack) et la classe Normale. Les résultats trouvés sont encou-
rageants et montrent l’intérêt de notre approche.

Mots clés : Recherche locale, Logique Floue, Détection d’Intrusion,
Classification, KDD.

1 Introduction

La détection d’intrusions est la capacité d’un système informatique de déter-
miner automatiquement, à partir d’événements relevant de la sécurité, qu’une
violation de sécurité se produit ou s’est produite dans le passé. Pour ce faire,
la détection d’intrusions nécessite qu’un grand nombre d’événements de sécurité
soient collectés et enregistrés afin d’être analysés [14].

Les systèmes de détection d’intrusion (IDS) sont divisés en deux catégories,
suivant l’approche utilisée :
1. L’approche comportementale qui consiste à décrire le comportement (pro-

fil) usuel d’un utilisateur et ce, afin de détecter toute action anormale ou
inhabituelle de cet utilisateur. Contrairement à l’approche par scénarios,
l’approche comportementale permet de détecter des attaques inconnues au-
paravant ainsi que les abus de privilèges des utilisateurs légitimes du système.
Parmi les méthodes proposées pour construire les profils, nous citons :
– Les méthodes statistiques où le profil est calculé à partir de variables prises

aléatoirement et échantillonnées à intervalles réguliers [9]. Ces variables
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peuvent être, par exemple, la durée et l’heure des connexions, le temps
machine utilisé, etc.

– Les systèmes experts dont la base de règles décrit statistiquement le pro-
fil de l’utilisateur au vu de ses précédentes activités. Son comportement
courant est comparé aux règles, à la recherche d’une anomalie [16].

– Les réseaux de neurones où le principe consiste à apprendre à un réseau de
neurones le comportement normal d’un utilisateur. Par la suite, lorsqu’on
lui fournira les actions courantes, il devra décider de leur normalité [6].

2. L’approche par scénarios qui consiste à définir des comportements anormaux
et ce, afin d’analyser les données susceptibles d’être des attaques. L’approche
utilise souvent une base de scénarios d’attaques. Parmi ces méthodes, nous
trouvons :
– Les systèmes experts où leur base de règles décrit les attaques. Les événe-

ments d’audit sont traduits en des faits [13].
– Les algorithmes génétiques où chaque individu de la population code un

sous-ensemble particulier d’attaques qui sont présentes dans les traces
d’audit. Cette approche permet d’optimiser de temps de recherche dans le
journal d’audit [11].

– Le pattern matching utilisé pour localiser les signatures d’attaques dans
les traces d’audit [10]. L’inconvénient majeur de l’approche par scénarios
réside dans la détection des attaques connues uniquement, ce que nécessite
une remise à jour de la base de scénarios d’attaque très souvent.

Récemment, de nouvelles approches ont été approfondies, un certain nombre
de méthodes ont été proposées et de nombreux systèmes ont été conçus pour
détecter les intrusions. Parmi eux, nous citons les systèmes de détection d’in-
trusions à base d’agents [4] qui peuvent fournir de nombreux avantages pour
les solutions existantes en raison de la mobilité des agents et de leurs aspects
coopératifs. D’autres techniques ont été largement appliquées pour la détection
d’intrusions comme les approches de DataMining [12, 7], le clustering [15], les
réseaux bayésiens [2] et les algorithmes génétiques flous [1].

Dans ce travail, on s’intéresse à la recherche locale basée sur les concepts
de base de la logique floue. Le système que nous proposons est un classificateur
flou, dont la base de connaissances est modélisée sous forme de règles floues si-
alors et qui sont améliorées par une recherche locale. L’objectif principal est la
conception d’un système capable de distinguer entre les connexions normales et
les attaques.

Les données que nous manipulons sont celles de KDD’99 et sont orientées
détection d’intrusions. Plus précisément, nous traitons 10% de la base de don-
née KDD’99 correspondant à 494019 de connexions d’apprentissage. La base de
données test contient 311029 connexions. Dans ce travail, on considère les cinq
classes de la batterie KDD. Plus précisément, on considère les quatre catégo-
ries d’attaques (Denial-Of-Service (DOS), Remote to Local Access (R2L), User
to Root attacks (U2R), Reconnaissance Probing) et bien sûr la classe normale.
Dans la base d’apprentissage il y a 19.65% (resp. 79.07%, 0.23%, 0.22%, 0.83%)
de connexions d’apprentissage normales (resp. DOS, R2L, U2R, Probing) et
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19.48% (resp. 73.90%, 5.21%,0.07%, 1.34%) de connexions de test normales (resp.
DOS, R2L, U2R, Probing). La cinquième classe est la classe Normale qui ne
contient aucune attaque.

L’article est organisé comme suit. La deuxième section propose une recherche
locale basée sur les concepts de la logique floue pour la détection d’intrusions.
L’implémentation et quelques résultats numériques sont donnés en troisième
section. Enfin, la quatrième section porte sur la conclusion et dresse quelques
perspectives de ce travail.

2 Présentation de notre approche

2.1 Phase de prétraitement et normalisation des données

Chaque ligne de la base de données KDD′99 code un flot de données entre
une source et une destination identifiées par leur adresse IP , sous un protocole
donné (TCP , UDP ...). Chaque ligne est donc une connexion caractérisée par
41 attributs tels que sa durée, le type du protocole, etc. A partir des valeurs de
ces attributs, la connexion est considérée comme étant une connexion normale
ou bien une attaque. Les attributs de chaque connexion sont soit de type discret
ou bien sont de type continu. Nous considérons uniquement les seize attributs
significatifs pour la phase de normalisation et qui sont : A8, A9, A10, A11, A13,
A16, A17, A18, A19, A23, A24, A32, A33, A1, A5, et A6. Un attribut significatif
veut dire un attribut qui pourra nous aider à classifier la connexion. L’algorithme
de normalisation consiste à rendre la valeur numérique de chaque attribut Ai de
la connexion au format normalisé, c’est-à-dire entre 0.0 et 1.0 selon l’équation
(1).

X =
X −MIN

MAX −MIN
(1)

Où : X est la valeur numérique de l’attribut Ai, MIN est la valeur minimale
que pourra avoir l’attribut Ai, MAX est la valeur maximale que pourra avoir
l’attribut Ai.

Après avoir étudié la base de données, les valeurs MIN et MAX de chaque
attributs numériques Ai sont données comme suit : A8 : fragment erroné [0,3],
(MIN=0, MAX=3), A9 : nombre de paquet urgent [0,14], A10 : nombre d’indi-
cateur hot [0,101], A11 : nombre d’essais login raté [0,5], A13 : nombre de condi-
tion de compromis [0,9], A16 : nombre d’accès à la racine[0,7468], A17 : nombre
d’opérations de création de fichiers [0,100], A18 : nombre de prompts Shell [0,5] ,
A19 : nombre d’opérations sur les fichiers de contrôle d’accès [0,9], A23 : nombre
de connexions pour le même hôte [0,511], A24 : nombre de connexions pour le
même service [0,511], A32 : nombre de connexions pour le même hôte [0,255],
A33 : nombre de connexions pour le même hôte utilisant le même service [0,255].

Toutefois, pour les attributs numériques A1, A5 et A6, nous avons constaté
une valeur MAX très grande d’où la nécessité de calculer le log (10) de X puis
le log (10) de la valeur MAX pour pouvoir normaliser la valeur de l’attribut
en question. A1 : durée de la connexion [0,58329]. (MIN = 0, MAX =58329),
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A5 : nombre de données (en octets) de la source vers la destination [0,1.3 mil-
liard]. A6 : nombre de données (en octets) de la destination vers la source [0,1.3
milliard].

2.2 Phase de recherche locale

Notre approche peut être subdivisée en deux grandes phases :
Une première phase initiale permettant de générer un ensemble de règles

floues. Nous avons utilisé le concept de la logique floue dans la résolution du
problème de la détection d’intrusion car la logique floue est un moyen efficace
permettant l’introduction du concept de degré d’appartenance, qui détermine
les forces avec lesquelles un objet appartient aux différentes classes. Cela repose
sur le fait que la logique floue ne cherche pas un point de rupture qui décide de
l’appartenance d’un objet à une classe, mais qu’elle raisonne plutôt sur la base
d’un intervalle de valeurs. Pour plus de détails sur le concept de la logique floue,
le lecteur pourra se référer à Zadeh [17].

Une deuxième phase de recherche locale permettant de chercher la bonne
règle de classification. La recherche locale que nous proposons démarre d’une
solution initiale aléatoire (une règle floue si-alors) et essaie de l’améliorer, en
cherchant une solution meilleure dans le voisinage courant. Un voisinage d’une
solution Sol correspond à des éléments adjacents à Sol dont chacun est atteint
par un changement dans la configuration courante. Le processus de recherche
est réitéré jusqu’à un certain nombre d’itérations fixé empiriquement.

Les grandes lignes de notre approche peuvent être données comme suit :
– 1) Créer d’une manière aléatoire une solution initiale Sol (une règle floue

si-alors).
– 2) Evaluer la solution initiale Sol.
– 3) Générer une nouvelle règle floue si-alors Sol′ pour l’itération suivante.
– 4) Remplacer la solution courante par la meilleure solution générée.
– 5) Mettre fin à l’algorithme si la condition d’arrêt est satisfaite, sinon aller

à l’étape 2).

Codage d’une règle floue Une règle floue si-alors notée Rj est codée sous
forme d’une chaîne de caractères. Cinq valeurs linguistiques sont utilisées et qui
peuvent être associés aux attributs Ai. Les cinq valeurs sont : S : Small, MS :
Medium Small, M : Medium, ML : Medium Large et L : Large comme l’indique
la Figure 1.

Exemple :
– Soit la règle : Si X1 est moyen, X2 est moyen petit, X3 est grand et X4

est petit, alors la classe Cj avec CF = CFj. Où Xi sont les attributs de
la connexion, Cj est la classe obtenue après classement de la règle et CFj
son degré de confiance.

– Le codage correspondant : "M , MS, L, S"
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Figure 1. La fonction d’appartenance (Membership functions) des cinq valeurs lin-
guistiques (S : small, MS : medium small, M : medium, ML : medium large, L : large)

Calcul de la fonction d’appartenance µ(X) Pour chaque attribut de la
connexion, un ensemble flou contenant les cinq valeurs linguistiques est associé.
La fonction d’appartenance (fuzzification ) notée µ(X) est calculée par une pro-
jection sur le graphe de l’ensemble flou (Figure 2), La valeur de µ(X) est donnée
par la formule (2).

µ(X) = Max {0, 1− (|X −X0|/b)} (2)

Où ă : b c’est la base du triangle, b=0.5. X0= 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 correspondant
à S, MS, M , ML, L. X est la valeur de l’attribut après la normalisation.

Figure 2. Méthode de fuzzification

Génération d’une solution initiale La solution initiale Rj représentant
une règle floue "Si-alors" est générée aléatoirement. Pour chaque attribut Xi de
la connexion Xp, une valeur linguistique (parmi les cinq valeurs de l’ensemble
flou) est lui assigné, et ce pour la partie si de la règle floue.

Évaluation d’une règle floue si-alors La procédure d’évaluation est utilisée
pour évaluer la règle floue "si-alors" Rj. Elle permet d’associer à la connexion
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en entrée Xp une classe Cj avec un certain degré de confiance et une valeur du
fitness. Nous utilisons ici, la méthode introduite par (Ishibuchi et Murata [8]. Les
différentes étape d’évaluation d’une règle floue Rj sont données comme suită :

– 1) Calculer la compatibilité de connexions avec la règle générée Rj.
Soit la règle floue "si-alors" notée Rj = Aj1 Aj2 . . .Ajn, nous calculons
la compatibilité de chaque connexion Xp avec la règle Rj par la formule
(3).

µRj(Xp) = µAj1(X1)× µAj2(X2)× . . . µAjn
(Xn), p = 1, 2 . . .m (3)

Où µAji() est la fonction d’appartenance de Aji, mă : est le nombre total
de connexions, Xiă : sont les attributs de la donnée de la connexion Xp et
n est le nombre d’attributs qui égal à 41.

– 2) Calculer la somme des qualités de compatibilité pour chaque catégorie
des cinq classesă :
Pour chaque classe h appartenant à l’ensemble des cinq classes DoS, R2L,
U2R, Probing etNormal, nous calculons la valeur de βCLASSh

(Rj) comme
suit :

βCLASSh
(Rj) =

∑

Xp∈CLASSh

µRj(Xp) h = 1, 2 . . . C C = 5 (4)

– 3) Associer la classe h ayant la valeur maximale βCLASSh
(Rj) à la rège

Rj.

βCLASSCj
(Rj) = max {βCLASS1(Rj) . . . βCLASSC

(Rj)} (5)

La formule (5) nous permet de considérer la classe ayant la valeur maxi-
male, et c’est la classe qui correspond à notre règle floue "si-alors" Rj
générée. Une fois la classe Cj est déterminée, alors le degré de confiance
CFj est spécifié dans la formule (6). Dans le cas où nous avons deux classes
prenant la même valeur maximale, dans ce cas la classe n’est pas spécifiée
etăCj = nul ainsi que CFj = 0.

CFj =
βCLASSCj

(Rj)− β̄
∑C

h=1 βCLASSh
(Rj)

Où

β̄ =

∑
h6=Cj βCLASSh

(Rj)
C − 1

(6)

– 4) Calculer le fitness de la règle Rj. La fonction fitness [8, 1] que nous avons
utilisée est donnée par la formule (7). Elle est égale à la somme des PPF
(le facteur de puissance positive) pour l’ensemble des modèles considéré.

fitness(Rj) =
∑

p∈CLASSCj

PPFRj
p

PPFRj = {1 si µRj(Xp) > 0
0 si sinon (7)
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Génération de solutions voisines Dans cette méthode, on part d’une confi-
guration Sol représentant une règle floue si-alors. Ensuite, on fait subir à la
configuration une modification élémentaire consistant en la modification aléa-
toire de la valeur d’un attribut. Un attribut peut prendre l’une des cinq valeurs
linguistiques Aji. Suite à cette modification, on trouvera plusieurs solutions voi-
sines possibles. Ces dernières sont évaluées selon la procédure d’évaluation et la
solution ayant le fort fitness, notée Sol’ sera considérée comme solution courante
pour l’itération suivante de la recherche locale.

Critère d’arrêt Nous pouvons utiliser différents critères d’arrêt pour mettre
fin à l’exécution de notre algorithme. Dans le présent travail, nous arrêtons la
recherche après un certain nombre total d’itérations fixé d’une manière empi-
rique.

2.3 L’algorithme de recherche locale proposé

Une version de l’algorithme de la recherche locale pour l’analyse du fichier
d’Audit de Sécurité) (AFAS) est donnée dans l’algorithme 1.

Algorithm 1 : Un Algorithme de recherche locale Flou pour l’AFAS.
Require: une instance de AFAS contennat m connexions, max_itérations.
Ensure: un ensemble de règles floues R, classification de chaque connexions, leur degré

de confiance ainsi que leur fitness.
1: Pour chaque connexions Xp de l’instance AFAS
2: Faire
3: Générer aléatoirement une solution initiale Sol ;
4: Appliquer la procédure d’évaluation à Sol
5: Attribuer une classe C à la règle Sol et calculer son degré de confiance CF
6: Evaluer le fitness de Sol
7: Pour I=1 a max_iterérations
8: Faire
9: Générer une solution voisine Sol′ ;
10: Appliquer la procédure d’évaluation à Sol′

11: Attribuer une classe à Sol′

12: Evaluer le fitness de Sol′

13: SI le fitness (Sol′) fitness(Sol) alors Sol=Sol′ă
14: Finsi
15: Fait
16: return la meilleure règle Sol trouvée ayant le fort fitness.
17: return la classification trouvée.
18: Fait

3 Expérimentation et résultats numériques

Pour implémenter notre application nous avons procédé par étapes. L’étape
initiale consiste à subdiviser la donnée en entrée, qui est les 10% de la base de
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donnée KDD′99 en cinq classes. Nous avons créé cinq matrices de donnéesă :
quatre matrices pour chaque classe d’attaques plus la matrice de la classe Normal
contenant les événements classés normaux. La deuxième étape est la création
de l’interface graphique qui nous permet de choisir la matrice à analyser. La
troisième étape est la partie traitement ou calcul faite sous MATLAB. Enfin, la
dernière étape est l’étape d’affichage ou d’impression des résultats obtenus.

Nous avons donc cinq matrices à savoir la matrice contenant les éventements
de type U2R, la matrice contenant les éventements de type R2L, la matrice
contenant les éventements de type Probing, la matrice contenant les éventements
de type DOS et enfin la matrice contenant les éventements de type Normal.

Après la création des cinq matrices, nous lançons la phase de normalisation
des différents attributs de connexions de toutes les matrices et dont les valeurs
sont rendues dans l’intervalle [0, 1]. En appliquant la règle de normalisation des
attributs, on aura les cinq matrices normalisées de type U2R, R2L, Probing,
Normal et DOS. La phase qui suit la phase de normalisation est la génération
des règles floues. Pour ce faire, nous avons utilisé la fonction rand (nombre
aléatoire pour générer des nombres aléatoires qui doivent être parmi les cinq
valeurs (1, 2, 3, 4, et 5) qui correspondent respectivement à (S : Petit, MS :
Petit Moyen, M : Moyen, ML : Moyen Grand et L : Grand).

Remarque : Toutes les matrices Rand représentant les règles floues subissent
un traitement itératif qui consiste à faire changer ces matrices aléatoirement
selon le principe de notre recherche locale. Le nombre d’itérations de la recherche
locale est fixé empiriquement à 200.

3.1 Résultats Numériques

Toutes les expériences ont été menées sur un ordinateur de CPU Intel Core
de Duo 1.8GHz avec 2Go de Ram. Les tables de 1 à 5 donnent les résultats de
classification trouvés par notre approche. Nous donnons ici les résultats concer-
nant uniquement une dizaine de règles où la colonne 1 représente le numéro de la
règle random générée, la colonne classification donne la classe trouvée par notre
approche et attribuée à la règle floue. La colonne degré de confiance calcule la
valeur du degré. Enfin la colonne Fitness donne la valeur de fitness trouvée pour
chaque règle.

A travers les résultats que nous avons trouvés, on peut dire que notre méthode
arrive à détecter les intrusions pour les quatre types d’attaques DOS, R2L, U2R
et Probing et les fausses alertes sont minimes. Le taux de sucées est de 80% pour
la classe DOS, 85% pour la classe R2L, 95% pour la classe U2R, et 80% pour
la classe Probing. Toutefois, pour la classe Normal, nous avons remarqué que
la méthode échoue et le taux de succès est de 10%.

Pour caractériser les performances de l’approche proposée, nous définissons
tout d’abord le faux positif et le faux négatif et nous calculons par la suite les
taux de détection.

– Faux positif : est le cas où une intrusion est signalée (détectée) mais où il
n’y a pas attaque ; c’est typiquement une fausse alerte (l’IDS fait mal son
travail).
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Table 1. Résultats de classification trouvés par notre approche pour la classe DOS

Règles Classification degré de confiance Fitness

R1 PROBING 1.0000 17
R2 NORMAL 0.3245 10
R3 DOS 1 5
R4 DOS 1 18
R5 DOS 1 18
R6 DOS 1 18
R7 DOS 1 11
R8 DOS 1 11
R9 DOS 1 5
R10 DOS 0.7132 2
R11 NORMAL 1 8
R12 NORMAL 1 8
R13 DOS 1 11

Table 2. Résultats de classification trouvés par notre approche pour la classe U2R

Règles Classification degré de confiance Fitness

R1 DOS 0.7132 2
R2 U2R 0.8880 8
R3 R2L 0.3801 18
R4 U2R 0.7983 4
R5 DOS 1 5
R6 U2R 0.9745 5
R7 NON SPECIFIE 0 0
R8 DOS 1 1
R9 DOS 1 4
R10 DOS 1 11
R11 DOS 1 11
R12 NORMAL 0.9056 12
R13 DOS 1 4

Table 3. Résultats de classification trouvés par notre approche pour la classe R2L

Règles Classification degré de confiance Fitness

R1 U2R 0.9469 8
R2 NON SPECIFIE 0 0
R3 PROBING 1 17
R4 R2L 0.9807 18
R5 NORMAL 0.9979 20
R6 PROBING 0.5291 11
R7 DOS 1 5
R8 R2L 0.5026 18
R9 U2R 0.7983 4
R10 NORMAL 1 8
R11 NORMAL 1 8
R12 DOS 1 11
R13 PROBING 1 17
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Table 4. Résultats de classification trouvés par notre approche pour la classe PRO-
BING

Règles Classification degré de confiance Fitness

R1 NORMAL 1 8
R2 DOS 1 11
R3 PROBING 1 17
R4 PROBING 0.9966 17
R5 PROBING 1 17
R6 PROBING 1 17
R7 PROBING 1 17
R8 NORMAL 0.3245 10
R9 DOS 1 5
R10 U2R 0.9469 8
R11 NON SPECIFIE 0 0
R12 PROBING 1 17
R13 DOS 1 11

Table 5. Résultats de classification trouvés par notre approche pour la classe NOR-
MAL

Règles Classification degré de confiance Fitness

R1 U2R 0.9469 8
R2 R2L 1 1
R3 PROBING 1 17
R4 PROBING 1 17
R5 PROBING 1 17
R6 PROBING 1 17
R7 PROBING 1 17
R8 R2L 0.3801 18
R9 NORMAL 1 8
R10 PROBING 1 17
R11 PROBING 1 17
R12 PROBING 1 17
R13 NORMAL 1 8
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– Faux négatif : est un cas d’attaque réelle non détectée ; dans ce cas là on
considère que l’IDS ne fait pas son travail.

– Taux de vrais positifs TP : est la proportion de fausses alertes signalées
par l’approche.

– Taux d’absence TA : est la proportion des cas d’attaques non signalées par
l’approche.

Pour mesurer la performance de notre algorithme, nous avons calculé les va-
leurs de TP et TA pour les cinq classes d’attaques U2R, R2L, Probing, Normal
et DOS. A travers les courbes des taux TA et TP , on peut conclure que notre
algorithme permet une discrimination acceptable entre attaques présentes dans
la matrice analysée et attaques absentes de cette matrice comme le montre la
Figure 3.

Figure 3. TP et TA pour les cinq classes

4 Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé et implémenté notre approche de re-
cherche locale utilisant les concepts de la logique floue pour la résolution du pro-
blème de la détection d’intrusion. Les résultats obtenus ont montré l’efficacité
de cette classification dans le domaine de la détection d’intrusion. Nous souhai-
tons étudier dans un travail futur la puissance des approches évolutives floues
pour la détection d’intrusion. Il serait intéressant d’appliquer notre approche sur
d’autres types d’attaques qui n’existent pas dans la batterie DARPA.
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Résumé. Les réseaux ad hoc sont des réseaux distribués, auto-organisés ne 

nécessitant pas d'infrastructures. Dans un tel réseau, les infrastructures mobiles 

sont sujet à des déconnexions. Cette situation peut concerner une déconnexion 

volontaire ou involontaire des nœuds dus à la forte mobilité dans le réseau ad 

hoc. C'est dans ces problématiques que nous essayons à travers ce travail de 

contribuer à la résolution de ces problèmes dans un but d'assurer un service 

continu par la proposition d'un service pour la tolérance aux fautes à base des 

système multi agents qui permet de prédire un problème et la prise de décision 

par rapport aux nœuds critiques. Notre service se base essentiellement sur une 

réplication préventive et transparente des données et permet de répartir 

efficacement une information dans le réseau en sélectionnant certains objets du 

réseau pour être des réplicats de l'information. 

Mots-clés: réseau Ad hoc, tolérance aux fautes, déconnexion, réplication, 

système multi agents. 

1   Introduction 

Les réseaux mobiles ad hoc sont définis comme une collection relativement dense 

d’entités mobiles interconnectées par une liaison sans fil, sans aucune administration 

ou support fixe. Une des spécificités fondamentales de ces réseaux c’est qu’ils doivent 

assurer automatiquement leur propre organisation interne sachant qu’aucune 

administration du réseau n’est fournie. 

La topologie du réseau dans les réseaux ad hoc peut changer à tout moment à cause 

de la forte mobilité des nœuds, ce qui fait que la déconnexion des unités soit très 

fréquente. Les déconnexions sont volontaires ou involontaires. Les premières, 

décidées par l’utilisateur depuis son terminal mobile. Les secondes sont le résultat de 

coupures des connexions physiques du réseau, l’épuisement de la batterie, le 

partitionnement du réseau, ou la défaillance des nœuds. 

La tolérance aux fautes est un sujet de recherche important pour les systèmes 

répartis. Ces systèmes disposent de deux propriétés importantes : la sûreté (un 

mauvais comportement n’apparaît jamais) et la vivacité (un bon comportement 

apparaît ultimement). Dans les réseaux ad hoc, Certaines défaillances ou 

déconnexions créent des situations de partitionnement dans les quelles le réseau est 
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divisé en partitions et la communication est réalisable seulement entre entité de la 

même partition. 

L’objectif de ce travail est donc de construire un service de tolérance aux fautes 

dans les réseaux ad hoc qui intègre les fonctionnalités nécessaires pour une meilleure 

disponibilité des données. Notre contribution tient compte des caractéristiques des 

terminaux mobiles dans le but de réduire au maximum la perte d’information, et de 

minimiser la consommation de leurs ressources critiques qui est l’énergie. 

Notre service est basé essentiellement sur la notion d’une réplication préventive et 

transparente des données avant l’occurrence d’une faute en intégrant les systèmes 

multi agents, cette intégration d’agents dans le réseau permettra de réduire la 

complexité de la résolution d’un problème en divisant le savoir nécessaire en sous-

ensembles, en associant un agent intelligent indépendant à chacun de ces sous-

ensembles et en coordonnant l’activité de ces agents. Ce service est composé 

principalement de quatre sous services, à savoir : la gestion de groupe, la décision, la 

prédiction et réplication, et la gestion de cohérence. 

La suite du papier est organisée comme suit. Dans les sections 2 et 3, nous 

décrivons les réseaux Ad hoc et leurs différentes déconnexions. Section 4, nous 

spécifions les problèmes additionnels résultant des contraintes imposées par 

l’environnement de réseau Ad-hoc, nous entamons par la suite dans la section 5 notre 

proposition du service de tolérance aux fautes en détaillant ces différents sous-

services. Ensuite, nous présentons nos différentes expérimentations réalisées par notre 

simulateur conçu sous java. Enfin, nous concluons et donnons les perspectives de 

notre travail. 

2   Réseaux Ad hoc 

Un réseau Ad hoc peut être modélisé par un graphe Gt=(Vt, Et) où Vt représente 

l’ensemble des nœuds (i.e. les unités ou les hôtes mobiles) du réseau et Et modélise 

l’ensemble les connections qui existent entre ces nœuds (voir la Figure 1). Si e = (u, 

v)  Et, cela veut dire que les nœuds u et v sont en mesure de communiquer 

directement à l’instant t. 

 

 

Fig. 1. La modélisation d’un réseau Ad hoc 
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La topologie du réseau peut changer à tout moment (voir la Figure 2), elle est donc 

dynamique et imprévisible ce qui fait que la déconnexion des unités soit très 

fréquente. 

 

Fig. 2. Le changement de la topologie dans les réseaux Ad hoc 

3   Déconnexion dans les réseaux Ad hoc 

La topologie du réseau, dans les réseaux Ad hoc, peut changer à tout moment à cause 

de la forte mobilité des nœuds dans ces réseaux, ce qui fait que la déconnexion des 

unités soit très fréquente. Les déconnexions sont volontaires ou involontaires : les 

premières, décidées par l’utilisateur depuis son terminal mobile. Les secondes sont le 

résultat de coupures des connexions physiques du réseau, l’épuisement de la batterie, 

le partitionnement du réseau, ou la panne des nœuds, (voir Figure 3). 

 

 

Fig. 3. Déconnexion dans les réseaux Ad hoc 
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Dans ce contexte, l’objectif de notre travail consiste à proposer un service de 

tolérance aux fautes à base des systèmes multi agents pour une meilleure disponibilité 

des données. 

4   Tolérance aux fautes 

4.1   Réplication pour la tolérance aux fautes 

La réplication est une technique fondamentale utilisée dans les systèmes distribués. 

Elle consiste  à stocker la même donnée ou service dans plusieurs nœuds. Les données 

ou les services sont souvent répliquées pour améliorer la disponibilité, la fiabilité, la 

tolérance aux fautes, et performance. La réplication peut  également améliorer la 

disponibilité de données et de service quand le serveur tombe en panne. La mobilité 

ou la défaillance d’un nœud peut mener au partitionnement du réseau, où le réseau est 

fractionné en partitions disjointes, provoquant la possibilité de l’incohérence de 

données. 

La  réplication de données a été intensivement étudiée dans les systèmes distribués, 

particulièrement dans les réseaux  filaires. Dans de tels systèmes, les nœuds qui 

tiennent la base de données sont plus fiables et moins pour déconnecter ou échouer. Il 

y a plus d’une réplique afin d’améliorer la latence de requête et le coût de mise à jour. 

Ils ne considèrent pas la disponibilité de données comme grand souci, puisque l’échec 

des liens et du nœud est peu fréquent et un nombre restreint de serveurs de 

reproduction peuvent fournir la disponibilité de données  élevée. Les réseaux Ad-Hoc 

où les nœuds se déplacent librement et leurs batteries diminuent rapidement, qui 

causent des ruptures de lien et des échecs fréquents de nœuds. L’échec de quelques 

liens et nœuds considérés en tant que critique peut fractionner le réseau en plusieurs 

partitions. Cette situation réduit considérablement la disponibilité de données et 

provoque la non cohérence des données. En répliquant des données aux nœuds 

multiples, la disponibilité de données peut être améliorée. De plus, la réplication de 

données peut  également réduire le retard de requête, puisque les nœuds mobiles 

obtiennent les données de quelques répliques voisines. En plus des problèmes de 

disponibilité et de performance qui ont été bien discutées dans les réseaux  fixes, la 

réplication de données dans les réseaux Ad-hoc doit aborder les problèmes 

additionnels résultant des contraintes imposées par l’environnement de réseau Ad-

hoc. Ces problèmes sont les suivants : 

 Problème de partitionnement du réseau : En raison du partitionnement 

dans les réseaux Ad-Hoc, les chances d’accéder  à une donnée deviennent 

de plus en plus faible puisque les utilisateurs mobiles peuvent ne pas être 

dans la même partition que le nœud qui détient la donnée. La réplication 

des données dans les partitions séparées avant l’occurrence du 

partitionnement de réseau peut améliorer la disponibilité des données. 

Pour faire ainsi, le protocole de réplique devrait déterminer le temps où le 

partitionnement de réseau pourrait se produire et répliquer des données  à 

l’avance. 
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 Problème de consommation d’énergie : Les nœuds mobiles opèrent 

avec des batteries de basse puissance. Un serveur simple peut servir 

beaucoup de clients, ce qui cause l’épuisement rapide de sa batterie. Pour 

améliorer la disponibilité de données, le protocole de réplication devrait 

répliquer les données critiques sur les nœuds qui peuvent durer pendant 

une longue période. D’ailleurs, il devrait également répliquer des données 

de telle manière que la puissance d’énergie des serveurs soit réduite et 

soit équilibrée parmi tous les serveurs dans le réseau. 

 

 Problème d’évolutivité : A mesure que la taille de réseau augmente, une 

requête envoyée par un nœud client peut traverser un long chemin pour 

atteindre le nœud serveur, augmentant le coût et la latence de requête. 

D’ailleurs, l’existence d’un grand nombre de requête clients provoque 

plus de controverse d’accès de canal, qui diminue considérablement la 

largeur de bande disponible et augmente le retard d’accès de canal. Le 

protocole de réplication devrait être conçu de sorte que son exécution ne 

soit pas considérablement affectée si le nombre de nœuds ou la taille de 

réseau augmente. 

4.2   Travaux connexes 

Hauspie et al. [3, 4] ont proposé une nouvelle métrique pour détecter le 

partitionnement du réseau sans employer de GPS. La métrique est basée sur la 

recherche d’un ensemble de chemins disjoins entre un nœud client et un nœud 

serveur. Un ensemble de chemins disjoints est un ensemble de chemins qui n’ont 

aucun nœud commun excepté le nœud client et le nœud serveur. La décision pour 

répliquer un service ou une donnée est prise quand le raccordement entre un client et 

un serveur s’aggrave en termes de  sociabilité, largeur de bande, retard, etc. 

Répliquant le service ou la donnée sur un nœud qui est plus près du nœud client peut 

augmenter la qualité du raccordement entre le client et les nœuds serveurs. 

 

Jorgic et al. [5] ont proposé des algorithmes localisés pour détecter les nœuds et les 

liens critiques qui pourraient diviser le réseau. Un nœud u est dit k-critique si le sous 

graphe de ses voisins  à k sauts, duquel on exclut u ainsi que les liens qui y mènent est 

non connexe. D’une manière similaire la détection de liens critiques, un lien uv est k 

critique si les ensembles des voisins  à k sauts de u et de v (construits en supposant 

que le lien uv n’existe pas) sont disjoints. Si un lien est critique de façon globale, il 

sera k-critique quelque soit k >1. 

 

Les auteurs [6] ont proposé un schéma de réplication, appelé la réplication 

d’anneau en expansion (Expanding Ring Replication). Le serveur de données mesure 

la fréquence des demandes de chaque donnée. Si elle dépasse une valeur seuil, il 

réplique la donnée sur un ou plusieurs nœuds capables de son voisinage. La fonction 

de capacité considère des paramètres tels que l’espace mémoire disponible, la 

puissance de batterie restante, et la capacité de traitement. 
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5   Service de tolérance aux fautes 

Le service proposé pour la tolérance aux fautes dans les réseaux Ad hoc est composé 

de quatre sous services, qui sont présentés dans la Figure 4. Le service de tolérance 

aux fautes est construit en une architecture à base de clusters qui sont identifiés par un 

nœud particulier appelé leader. Chaque leader est associé à un agent leader qui est 

responsable au lancement de trois agents : enregistrement, réplication et cohérence 

dans son groupe, les trois agents travaillent ensemble dans un esprit de coopération. 

Le service se base essentiellement sur la notion de réplication après prédiction de 

déconnexions ou de panne d’un objet dit critique dans le réseau. 

 

 
 

Fig. 4. Architecture du service de tolérance aux fautes. 

5.1   Sous service de Clustering 

Notre service de tolérance aux fautes est construit autour d’une architecture à base de 

clusters, car elle permet une meilleure gestion du réseau en réduisant le nombre des 

échanges entre les nœuds et le passage à l’échelle. Pour former les clusters, nous 

utilisons un algorithme entièrement distribué à base de nombre de voisins et le niveau 

d’énergie. L’algorithme de clusterisation illustre le pseudo code pour l’élection du 

leader (voir Algorithme 1). 
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5.2   Sous service de décision 

Ce sous service permet de prendre certaines décisions en faisant coopérer un 

ensemble d’agents dotés d’un comportement intelligent. Cette coopération d’agents 

consiste à coordonner leurs buts et leurs plans d’action pour résoudre un problème. 

Dans notre travail et après la phase de formation de clusters, nous avons proposé 

d’associer aux principaux services un ensemble d’agents qui coopèrent entre eux. 

L’agent Leader est l’agent responsable à la gestion du groupe qui lance trois agents 

: enregistrement, réplication et cohérence. L’agent enregistrement chargé 

d’enregistrer les nœuds formant le groupe et la prise en charge des nouveaux nœuds et 

ceux qui quittent le groupe. L’agent réplication qui permet d’assurer le contrôle de 

nombre de répliques dans le groupe suite à la détection d’un objet dit critique dans 

son groupe. Pour l’agent cohérence qui est responsable au lancement de la 

propagation des mises à jour vers les nœuds. Dans le but de gérer notre réseau qui est 

constitué de plusieurs clusters, nous avons proposé d’intégrer un agent générique qui 

coordonne entre les agents leaders. Les principales motivations pour l’utilisation de 

l’agent générique sont : 

 Eviter les conflits entre les agents leaders 

 Réduire le processus de négociation entre les agents leaders 

 Posséder une vue globale du réseau 

 Réduire le nombre de messages 

L’agent générique responsable de gérer tous les groupes, c’est un super Agent, il 

permet la récolte des informations des agents leaders, si un agent leader tombe en 

panne, alors l’agent générique peut le remplacer pour accomplir ses tâches. La Figure 

Algorithme 1 : Clustering 
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5 montre le diagramme de classe UML des différentes entités constituant notre 

système. 

 

Fig. 5. Diagramme de classe du service de décision. 

5.3   Sous service de prédiction et réplication 

La fonction principale de ce sous-service est de prédire une éventuelle panne ou 

déconnection du réseau en établissant une liste d’objets critiques (sensibles). Chaque 

leader peut connaître l’état actuel de tous les nœuds de son cluster. Pour évaluer la 

criticité, le sous-service permet de détecter plusieurs types d’objets critiques : énergie, 

point d’articulation, isthme, fréquence de pannes. 

5.4   Sous service de cohérence 

Ce sous service s’occupe de la gestion de cohérence des répliques dans les réseaux ad 

hoc. La cohérence représente la capacité pour un système à refléter sur la copie d’une 

donnée les modifications intervenues sur d’autres copies de cette même donnée. Dans 

notre travail, nous nous intéressons à la cohérence forte entre les répliques. Pour la 

gestion de cohérence, nous avons proposé un protocole de cohérence des Quorums 

imbriqués. Chaque réplique est caractérisée par son numéro, sa taille et sa version et 

sa localisation. Une requête est lancée par un client et exécutée par le leader du 

groupe après la construction du quorum de lecture ou d’écriture. La formation du 

371



quorum de lecture et d’écriture est détaillée dans l’algorithme de cohérence présenté 

dans l’Algorithme 2. 

 

 

6   Simulation et résultats 

Dans cette section, nous étudions la performance de notre service propose en utilisant 

Sim TF-SMA. Sim TF-SMA est un simulateur que nous avons développé sous Java. 

6.1   Nombre de requêtes acceptées et perdues 

Dans cette première simulation, nous avons mesuré le nombre de requêtes acceptées 

et le nombre de requêtes perdues. Cette simulation a été réalisée avec les paramètres 

de simulations suivants : 50 nœuds, 20 données, taille de la donnée 100 Mo, nombre 

de requêtes 100, la largeur de la bande passante 11Mb/s, surface de la simulation 700 

m x 700 m, portée de 130 m, temps de simulation 60 secondes, temps de pause 0.5 

seconde, vitesse de mobilité 5 m/s. Les résultats de cette simulation sont montrés dans 

les Figures 6 et 7. 

 

Algorithme 2 : Cohérence 

372



Fig. 6. Résultats des requêtes sans tolérance         Fig. 7. Résultats des requêtes avec tolérance 

Nous remarquons une diminution significative du nombre de requêtes perdues en 

appliquant notre service. Et cela est dû à la réplication préventive que nous avons 

appliquée pour ne pas perdre les données. Nous pouvons remarquer que avec notre 

approche a pu accepter 97 requêtes sur les 100 requêtes envoyées ce qui est 

équivalent à 97%, à l’inverse l’approche sans tolérance a accepté que 62 requêtes sur 

les 100 envoyées ce qui est équivalent à 62%. 

6.2   Temps de réponse moyen des requêtes 

Pour mesurer le temps de réponse moyen, nous avons simulé le réseau avec les 

paramètres suivants : 300 nœuds, 20 données, taille de la donnée 

100 Mo, le nombre de requêtes 50, la largeur de la bande passante 11Mb/s, surface de 

la simulation 700 m x 700 m, portée de 200 m, temps de simulation 60 secondes, 

temps de pause 0.5 seconde, vitesse de mobilité 5 m/s. Les résultats de la simulation 

sont représentés dans la Figure 8. 

 

 
 

Fig. 8. Temps de réponse moyen des requêtes. 
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Nous remarquons d’après la Figure 8 que le temps de réponse moyen en appliquant 

le service de tolérance aux fautes est réduit par rapport à une approche sans tolérance 

aux fautes. Cela s’explique par le faite que la réplication réduit ce temps de réponse. 

6.3   Consommation d’énergie 

Un réseau est instable quand le temps de pause est faible (moins d’une seconde). 

Après plusieurs séries de simulations, nous avons aperçu que plus le réseau est stable 

plus notre service économisera l’énergie. Pour mesurer l’économie d’énergie, nous 

avons fait une simulation avec les paramètres suivants : 300 nœuds, portée 200 m, 

surface 700 m x 700 m, temps de simulation 20 s, vitesse de mobilité 5 m/s, nombre 

de données 20, nombre de requêtes 50. 

 

Fig. 9. Consommation d’énergie. 

Nous remarquons à partir de la Figure 9 la consommation d’énergie des nœuds sans 

tolérance aux fautes est plus grande par rapport à une approche avec tolérance aux 

fautes, cela s’explique par l’utilisation du clustering qui minimise l’envoie des 

messages. 

7   Conclusion et perspectives 

Dans ce papier, nous avons présenté notre service de tolérance aux fautes dans les 

réseaux mobiles ad hoc. Ce service se base essentiellement sur la réplication par 

prédiction dans le but d’assurer une continuité de service de partage de données dans 

le réseau. 

Le service de tolérance aux fautes proposé vise essentiellement à une réplication 

préventive et transparente de données avant l’occurrence de fautes en utilisant les 

systèmes multi agents, l’utilisation d’agents dans le réseau permettra de réduire la 

complexité de la résolution d’un problème en divisant le savoir nécessaire en sous-
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ensembles, en associant un agent intelligent indépendant à chacun de ces sous-

ensembles et en coordonnant l’activité de ces agents. 

Le service de tolérances aux fautes appliqué se compose de quatre sous services à 

savoir (clustering, décision, réplication après prédiction, et la gestion de cohérence) 

permettant de mieux gérer le réseau et regroupant des fonctionnalités nécessaires pour 

une meilleure disponibilité des données. Notre contribution vise à réduire au 

maximum la perte d’information en tenant compte des caractéristiques des terminaux 

mobiles dans le but de minimiser la consommation de leurs ressources critiques qui 

est l’énergie. 

Pour démontrer l’efficacité de notre service de tolérance aux fautes, plusieurs 

simulations ont été effectuées en faisant varier plusieurs critères d’évaluation. Les 

premiers résultats prouvent que le nombre de requêtes perdues dans le réseau 

diminuent de manière considérable puisque les données sont répliquées avant 

l’occurrence d’une faute dans un nœud (énergie faible, partition dans le réseau ou un 

nœud signalant plusieurs arrêts consécutifs). Le service appliqué a également 

l’avantage d’augmenter la durée de vie des nœuds dans le réseau puisque le nœud sera 

mis en pause avant qu’il atteint un arrêt définitif. D’autre part, le service a montré son 

efficacité dans la réduction du temps de réponse des requêtes puisque les données 

seront trouvées sur des nœuds plus proches et par conséquent la consommation 

d’énergie. 

Dans la continuité et l’extension de notre travail, nous envisageons d’implémenter 

notre service de tolérance aux fautes dans un simulateur existant tel que NS2 ou 

GloMoSim, améliorer l’algorithme utilisé pour le sous service de gestion de groupes 

en prenant en compte de l’intention des nœuds, élargir le sous service de cohérence à 

base des modèles probabilistes, considérer d’autres types de données, par exemple les 

fragments de base de données mobiles et la prise en compte des différents protocoles 

de routage pour les réseaux Ad hoc. 
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Résumé. Le défi à relever, dans le domaine de la détection d’intrusion, est de 
pouvoir déterminer la différence entre un comportement normal et un 
comportement anormal d’un système. Ce défi n’est pas évident à relever à cause 
de la croissance et de la complexité des systèmes informatiques ainsi que celle 
des réseaux à protéger. La robustesse et l’efficacité des systèmes immunitaires 
naturels en ont fait une source d'inspiration idéale pour de nombreux chercheurs 
afin de combattre le fléau des intrusions sur les réseaux informatiques. En effet, 
l’immunologie artificielle tente d’utiliser des caractéristiques intéressantes des 
systèmes immunitaires naturels afin de réaliser des systèmes adaptatifs pour la 
résolution des problèmes complexes et évolutifs. Dans cet article, nous 
proposons deux systèmes immunitaires artificiels pour la détection d’intrusion. 
Le premier est basé sur la théorie du danger, qui comporte l’algorithme des 
cellules dendritiques et qui représente l’un des modèles les plus récents en 
immunologie artificielle. Le second est basé sur le modèle de la sélection 
négative, qui est l’un des premiers modèles immunitaires proposés pour la 
détection d’intrusion. Nous utilisons la base de données KDD Cup'99 qui reste 
la plus appropriée pour nos expérimentations, au vu de son utilisation intensive 
par les chercheurs dans le domaine de la détection d’intrusion. Les résultats 
obtenus sont très intéressants. 

Mots clés: Systèmes immunitaires artificiels, Détection d’intrusion, Détection 
d’anomalies, Théorie du danger, Algorithme des cellules dendritiques, 
Algorithme de la sélection négative. 

1   Introduction 

La détection d'intrusion est la détection de toute activité anormale dans un système 
informatique ou sur un réseau. Les anomalies représentent l'une des catégories les 
plus populaires d'intrusions, leur détection implique une discrimination, entre les 
données normales et anormales, qui est fondée sur la connaissance des données 
normales. La détection d’anomalie a un net avantage comparé à une approche plus 
traditionnelle comme la détection basée signature (détection des malveillances), c’est 
celui de détecter les nouvelles intrusions. Plusieurs systèmes ont été conçus pour 
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résoudre le problème de détection d’intrusion mais beaucoup d’entre eux peuvent être 
sujets à la génération de fausses alarmes. 
Durant ces dernières années, un paradigme bio-inspiré assez récent a commencé à 
faire ses preuves dans plusieurs domaines, tels que la classification, la reconnaissance 
de formes et la fouille de données, c’est celui des systèmes immunitaires artificiels 
(AIS, Artificial Immune Systems) inspirés des systèmes immunitaires naturels (IS, 
Immune Systems) [1]. Son efficacité a encouragé les chercheurs à l’étudier et à 
s’inspirer de ses mécanismes pour mettre en œuvre des systèmes artificiels capables 
de détecter efficacement les intrusions [2]. 
Il existe plusieurs modèles inspirés des modèles théoriques du système immunitaire 
[1]. Nous nous intéressons particulièrement à celui de la théorie du danger, qui a 
connu un début tumultueux à causes de doutes multiples autour de son concept. 
Cependant, il y a quelques années, un groupe de chercheurs anglais l’a beaucoup 
étudié, ils ont même intitulé leur projet « The Danger project » [3]. La théorie du 
danger comporte essentiellement deux algorithmes qui sont l’algorithme des cellules 
dendritiques (DCA, Dendritic Cell Algorithm) et l’algorithme Tolk-like Receptor 
(TLR). L’algorithme DCA a été développé pour détecter des anomalies, en 
conséquence, il semble le plus approprié pour notre travail, en plus du fait que c’est 
un algorithme de la théorie du danger pour laquelle nous avons porté un grand intérêt 
depuis le début de notre étude des systèmes immunitaires artificiels car cette théorie 
représente un concept relativement nouveau en immunologie naturelle [1, 4]. En effet, 
tandis que la plupart des modèles immunitaires se basent sur la discrimination soi/non 
soi (self/non self) où tout corps étrangers est détecté puis éliminé, la théorie du 
danger, quant à elle, se base sur la détection du danger et non la détection de 
l’étrangeté. Des recherches récentes sur l’algorithme DCA [5, 6, 7] montrent qu’il 
présente non seulement des performances prometteuses sur le taux de détection, mais 
il peut aussi aider à réduire le nombre de fausses alarmes, comparativement à des 
systèmes similaires. 
L’objectif de notre travail est de concevoir deux systèmes de classification des 
intrusions, le premier est basé sur l’algorithme DCA alors que le second est basé sur 
l’algorithme NSA (Negative Selection Algorithm), issu du modèle de la sélection 
négative, qui est l’un des premiers modèles immunitaires proposés pour la détection 
d’intrusion. Nous comparons les performances de ces deux approches immunitaires 
afin de déterminer laquelle est la plus appropriée pour le problème considéré, en 
utilisant l’ensemble de données KDD cup’99. 
Notre article sera présenté comme suit. Dans la deuxième section nous présentons les 
systèmes immunitaires artificiels, suivis par les systèmes de détection d’intrusion dans 
la troisième section. La quatrième section est consacrée à l’utilisation des systèmes 
immunitaires artificiels pour la détection d’intrusion. Dans la cinquième section, nous 
présentons la description du système proposé qui sera suivie par une discussion 
relative aux expérimentations et aux résultats obtenus. Nous terminons cet article par 
une conclusion et des perspectives d’extensions futures. 

2   Les systèmes immunitaires artificiels  

Les systèmes immunitaires artificiels représentent une catégorie d'algorithmes 
inspirés par les principes et le fonctionnement du système immunitaire naturel. Ces 

378



 
 

algorithmes exploitent typiquement les caractéristiques du système immunitaire pour 
ce qui est de l'apprentissage et de la mémorisation comme moyens de résolution de 
problèmes complexes [8]. Le domaine de l’immunologie artificielle a évolué de façon 
constante depuis 1985, avec un intérêt croissant vers le développement des modèles 
de calcul inspirés par plusieurs principes immunologiques. Certains modèles imitent 
les mécanismes abstraits du système immunitaire biologique pour mieux comprendre 
ses processus naturels et simuler son comportement dynamique en présence 
d'antigènes ou d'agents pathogènes, d'autres mettent l'accent sur la conception 
d'algorithmes de calcul, en utilisant des techniques de simplification (parfois 
obsolètes) de divers processus immunologiques [1]. 
Il y a différents type de modèles de systèmes immunitaires artificiels, ceux qui sont 
inspirés des cellules T comme la discrimination self/ non-self et l’algorithme de la 
sélection négative, il y a ceux qui sont inspirés des cellules B, tels que l’algorithme de 
la sélection clonale et les modèles des réseaux immunitaires, et il y a également des 
modèles récents tels que la théorie  du danger qui n’est devenue populaire qu’au cours 
de la dernière décennie. Le tableau ci-dessous résume les différents concepts 
immunologiques utilisés pour la résolution de problèmes informatiques.  

Tableau 1.  Immunité basée sur des modèles de calcul et des concepts immunologiques 
spécifiques [1] 

Concepts immunologiques et 
entités Modèles basé immunité Problèmes informatiques 

Self/non Self : reconnaissance 
des cellules T. 

Algorithme de la sélection 
négative  

Erreurs, détection d’anomalie et 
de changements. 

Réseaux idiotypiques, mémoire 
immunitaire, cellule B.  

Théorie des réseaux 
immunitaires. 

Apprentissage supervisé et non 
supervisé  

Expansion clonale, maturation, 
cellule B 

Algorithme de sélection 
clonale. Recherche et optimisation 

Immunité innée  Théorie du danger  Stratégie de défense  

 
La théorie du danger est une théorie controversée dans le monde de l'immunologie, 
elle conteste les théories que l'on croyait au cœur de la fonction du système 
immunitaire humain. Le concept de la discrimination self/non-self effectuée par le 
système immunitaire a été la pierre angulaire de l'immunologie. Le principe central de 
l'immunologie, c'est que le système immunitaire répond à la présence d'entités 
étrangères (appelé non-Self) et ne répond pas à l'hôte (appelé Self). L’étude de la 
théorie du danger prend en considération deux aspects du modèle du danger. Les 
immunologistes examinent les signaux d’un danger potentiel et comment sont 
affectées les cellules du système immunitaire. En collaboration avec des 
immunologistes, des informaticiens ont cherché comment la constitution du modèle 
du danger  pourrait être utilisée dans l'amélioration des AIS. Ceci est réalisé en vue 
d’améliorer les anomalies des systèmes de détection pour les ordinateurs sur réseaux.  
Il y a eu deux algorithmes développés inspirés de la théorie du danger, l’algorithme 
Tolk-like Receptor (Twycross en 2007) et l’algorithme des cellules dendritiques  
(Greensmith en 2006) [9]. 
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3   Les systèmes de détection d’intrusion 

En sécurité informatique, la détection d'intrusion est l'acte de détecter les actions qui 
essaient de compromettre la confidentialité, l'intégrité ou la disponibilité d'une 
ressource. La détection d'intrusion peut être effectuée manuellement ou 
automatiquement. Dans le processus de détection d'intrusion manuelle, un analyste 
humain procède à l’examen de fichiers logs à la recherche de tout signe suspect 
pouvant indiquer une intrusion [10]. Un système qui effectue une détection d'intrusion 
automatisée est appelé système de détection d’intrusion (IDS, Intrusion Detection 
System). La méthode de détection, le comportement sur la détection, la localisation de 
la source audit et la fréquence d’utilisation représentent les caractéristiques d’un IDS. 
La méthode de détection décrit les caractéristiques de l’analyseur, lorsque l’IDS 
utilise les informations sur le comportement normal du système, on le qualifie de 
« basé comportement ». Lorsque l’IDS utilise les informations sur les attaques, on le 
qualifie de « basé connaissances ». Le comportement sur la détection décrit la réponse 
de l’IDS aux attaques, lorsqu’il réagit aux attaques en prenant soit des actions 
correctives ou proactives, alors l’IDS est dit actif. Si l’IDS génère simplement des 
alarmes (incluant la pagination…etc.), il est dit passif. La localisation de la source 
audit établit une distinction entre les IDS basé sur  le type des informations d’entrées 
qu’ils analysent. Ces informations d’entrées peuvent être les chemins d’audit, les 
journaux systèmes ou des paquets réseau. La fréquence d’utilisation est un concept 
orthogonal, certains IDS ont des capacités de monitoring continu en temps réel, tandis 
que d’autres doivent être exécutés périodiquement. Les trois premières 
caractéristiques sont regroupées dans la catégorie des caractéristiques fonctionnelles, 
parce qu'elles portent sur le fonctionnement interne du moteur de détection 
d'intrusion, à savoir ses informations d'entrée, son mécanisme de raisonnement et son 
interaction avec le système d'information. La quatrième caractéristique distingue la 
RTID (Real-Time Intrusion Detection) de scanners utilisés pour l'évaluation de la 
sécurité [10]. 

4  Les AIS pour les systèmes de détection d’intrusion 

L’utilisation des AIS pour la détection d’intrusion est un concept intéressant pour 
deux raisons : le système immunitaire fournit une protection d’une manière distribuée 
contre les intrus en plus d’être adaptatif et les techniques actuelles utilisées dans la 
sécurité informatique ne sont pas en mesure de faire face à la nature dynamique et de 
plus en plus complexe des systèmes informatiques et leur sécurité. Afin de fournir un 
IDS viable, l’AIS doit construire un ensemble de détecteurs qui mesurent avec 
précision les antigènes correspondants. Dans les AIS actuels dédiés aux IDS, les 
connexions réseau et les détecteurs sont modélisés comme des chaînes. Les détecteurs 
sont créés de façon aléatoire, puis subissent une phase de maturation. Si les détecteurs 
ne correspondent à aucun de cela, ils sont éliminés, autrement ils deviennent matures. 
Ces détecteurs matures commencent à surveiller les nouvelles connexions au cours de 
leur vie. Si ces détecteurs matures ne correspondent à rien d'autre, dépassant un 
certain seuil, ils sont activés. Ceci est ensuite rapporté à un opérateur humain qui 
décide s'il ya une véritable anomalie. Une telle approche est connue sous le nom de la 
sélection négative, car seuls les détecteurs (anticorps) qui ne correspondent pas 
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survivent. Toutefois, cette approche attrayante montre des problèmes de mise à 
l'échelle quand elle est appliquée au trafic d’un réseau réel. De là, d’autres approches 
des AIS ont été appliquées à l’IDS, comme la sélection clonale, les réseaux 
immunitaires et la théorie du danger. C’est la théorie du danger qui a fourni, jusqu’à 
présent, les résultats les plus prometteurs, en particulier l’algorithme des cellules 
dendritiques (DCA, Dendritic Cell Algorithm) dont la principale capacité est de 
pouvoir gérer des données de grandes dimensions [11].  

5   Description des systèmes proposés 

Les systèmes que nous proposons, pour la détection d’intrusion en général et la 
détection d’anomalies en particulier, se basent sur deux algorithmes immunitaires 
artificiels qui sont : l’algorithme des cellules dendritiques et l’algorithme de la 
sélection négative avec C-detecteurs en utilisant seulement 10% de l’ensemble  de 
données KDD cup’99 au vu de sa grande dimension. Les 10% représente 494 021 
enregistrements. Nous allons présenter, dans ce qui suit, les deux algorithmes ainsi 
qu’une description de la base de données et du processus de normalisation des 
données.  

5.1   Algorithme des cellules dendritiques  

L’algorithme des cellules dendritiques (DCA) est un algorithme de corrélation qui 
peut effectuer la détection d'anomalies sur des ensembles de données classées, y 
compris en temps réel. Le processus de fusion du signal est inspiré par l'interaction 
entre les cellules dendritiques (DCs) et leur environnement. Le DCA a la capacité de 
combiner des signaux multiples pour évaluer le contexte courant de l’environnement. 
La corrélation entre le contexte et l’antigène est utilisée comme base de la détection 
d’anomalie dans cet algorithme [1]. Les antigènes sont nécessaires, ils représentent les 
données qui doivent être classées, avec la base de la classification qui ne découle pas 
de la structure de ces antigènes mais des proportions relatives des trois catégories de 
signaux d’entrées qui sont : PAMP, le signal de danger et le signal de sécurité [12]. 
La sémantique des trois catégories de signaux d’entrées est présentée comme suit :  
• PAMP (Pathogenic associated molecular patterns) : indique la présence d’une 

anomalie définitive.  
• Signal de danger (DS) : l’augmentation de la valeur de ce signal augmente la 

probabilité de présence d’une anomalie.  
• Signal de sécurité (SS) : indique la présence d’une situation normale absolue.  

Les signaux de sortie du processus DCA sont associés avec des poids prédéfinis pour 
produire trois signaux de sortie. Les trois signaux de sortie sont : le signal de co-
stimulation1 (Csm), le signal semi-mature (Semi) et le signal mature (Mat). Les poids 
prédéfinis utilisés sont présentés dans le tableau 2 et l’équation pour le calcul des 
signaux de sortie est la suivante :  

 ܱ ൌ  ሺ ܹ  

ଶ

ୀ

ൈ  ܵ ሻ      ݆                                                                             ሺ1ሻ 

                                                           
1 Durant l’activation des lymphocytes, la costimulation est souvent cruciale pour le 

développement d’une réponse immunitaire efficace.  
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Tableau 2. Les poids recommandés pour l’équation (1). 

 PAMP S0  Signal de danger S1   Signal de sécurité S2  
Csm  ࡻ 2 1 2 
Semi  ࡻ 0 0 2 
Mat   ࡻ 2 1 -2 

 
Le DCA introduit les seuils de migration assignés individuellement afin de déterminer 
la durée de vie d’une DC. Cela peut rendre l’algorithme suffisamment robuste et 
flexible pour détecter les antigènes trouvés durant certaines périodes. La DC 
individuelle additionne les signaux de sortie au fil du temps, résultant dans les Csm 
cumulatifs, les Semi cumulatifs et les Mat cumulatifs. Ce processus continue jusqu’à 
ce que la cellule atteigne la fin de sa durée de vie, qui survient quand le Csm 
cumulatif dépasse le seuil de migration, la DC cesse l’échantillonnage des signaux et 
des antigènes. A ce stade, les deux autres signaux cumulatifs sont évalués. Si le Semi 
cumulatif est supérieur à la valeur du Mat cumulatif, la cellule se différencie vers 
l’état semi-mature et est assignée à la valeur de contexte de « 0 » et vice versa [12]. 
 
Algorithme 1. Pseudo code de l’algorithme DCA 
 
Les entrées : S = signaux d’entrées pré-classés + antigènes    
Les sorties : E = antigènes + MCAV.  
-Créer une population initiale de cellules dendritiques (DCs), D 
Pour chaque entrée faire  
        -Créer un ensemble de 10 DCs sélectionnées aléatoirement de D, P  
    Pour  les  10 DCs  sélectionnées faire 
             - Obtenir l’antigène ;  
             - Stocker l’antigène ;  
             - Obtenir les signaux ;  
             - Calculer les signaux de sortie intérim ;  
             - Mettre à jour les signaux de sortie cumulatifs ;  
 
        Si cumulative CSM  seuil de migration alors 
             - Enlever la DC de la population ; 
             - Assigner le cell-context à la DC ;  
             - Toutes les DCs qui ont collecté l’antigène et qui ont un cell-context sortent   
   pour analyse ;  

- Ajouter une nouvelle DC à la population ;  
             - Ajouter une nouvelle DC à la population 
       Sinon  

          -La DC retourne à la population ;   
        Fin  
   Fin  
Fin  
 Pour  chaque entrée     faire         
         -Calculer le nombre de  DC mature et de DC semi-mature ; 
         Si nb DC semi-mature  nb DC mature alors  
                    -Antigène = normal ;  
                    -MCAV = 0  
         Sinon   
                    -Antigène = anormal ;  
                    -MCAV = 1 ;  
         Fin  
Fin 
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Pour évaluer la nature potentiellement anormale d'un antigène, un coefficient est 
dérivé de valeurs totales sur la population, appelée MCAV (Mature Context Antigen 
Value) de cet antigène. Il s'agit de la proportion des présentations de contexte mature 
(valeur de contexte de 1) de cet antigène particulier, par rapport à la quantité totale 
d'antigènes présentés. Cela se traduit par une valeur comprise entre 0 et 1 pour 
lesquelles un seuil d'anomalie, appelé «Seuil MCAV », peut être appliqué. La valeur 
retenue pour ce seuil reflète des items normaux ou anormaux présentés dans 
l’ensemble initial de données. Une fois que cette valeur a été appliquée, les antigènes 
avec un MCAV qui dépasse ce seuil sont classés comme anormaux et vice versa. 

5.2   Algorithme de la sélection négative avec C-detecteurs   

L’algorithme de sélection négative est considéré comme un processus de détection 
d’intrusion composé de trois phases principales :  

1. La définition du self.  
2. La génération de détecteurs.  
3. La surveillance d’apparition des anomalies.  

Il y a deux manières de mettre en œuvre l’algorithme de la sélection négative : avec 
V-detectors (nombre variable de détecteurs) et celui avec C-detectors (nombre 
constant de détecteurs) [8], que nous avons choisi dans notre travail. 
 
Il y a deux processus essentiels dans l’algorithme NSA avec C-detecteurs, c’est le 
processus de génération des détecteurs et celui de la détection qui sont illustrés dans 
les figures suivantes :  
 

Fig. 1. Processus de génération des détecteurs (à gauche) et processus de détection (à 
droite) 
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Algorithme 2. Pseudo code de l’algorithme de la sélection négative avec C-
detecteurs.  
 
Entrée : ك ࡿ   .« données étiquetées « normal ؠ ࢁ
               l, r où l : longueur de la chaine et r le seuil de correspondance (Matching    
              threshold)  
Sortie : ensemble de détecteurs ك ࡰ  ࢁ
Début 
     -Générer un ensemble D de détecteurs ;   (de sorte qu’aucun ne correspond à un   
       élément de S).  
    -Surveiller le nouvel échantillon  ࢾ א            vérifier continuellement avec les) ; ࢁ
      détecteurs en D vis-à-vis de ࢾ  
 
               Si     n’importe quel détecteur correspond à ࢾ alors  
                               -Le classer comme anormal ;  
               Fin  
Fin 

5.3   L’ensemble de données et le processus de normalisation  

En 1998, DARPA (Defense Advanced Research Projects Agency) a lancé le 
programme ''DARPA Intrusion Detection Evaluation'' qui a été élaboré et géré par le 
MIT Lincoln Labs. L'ensemble de données de KDD cup’99 est dérivé de la DARPA 
98, l’ensemble de données du laboratoire Lincoln pour l'application de techniques de 
data mining dans le domaine de la détection d'intrusion. L’ensemble de données 
considéré contient deux sources de données, qui sont les données du sniffer du réseau 
placé entre un routeur et une passerelle à l'extérieur et les données d'audit du système 
Solaris de l'hôte d'audit Solaris. KDD cup’99 résume les deux sources de données 
dans les connexions (instances de données), chaque connexion dispose de 41 attributs. 
KDD cup’99 est l'un des rares ensembles de données étiquetées disponible dans le 
domaine de la détection d'intrusion. Les instances de données sont étiquetées comme 
des connexions normales ou types d'attaques [13]. Comme la détection d’intrusion par 
les systèmes immunitaires artificiels suppose l’existence de deux classes, les 
étiquettes de chaque instance de données dans l’ensemble de données original sont 
remplacées soit par « normale » pour les connexions normales ou « anormale » pour 
les attaques. En raison de l’abondance des attributs, il est nécessaire de réduire la 
taille de l’ensemble de données en enlevant les attributs non pertinents. Pour cela, les 
gains d’information de chaque attribut sont calculés et les attributs avec les gains 
d’informations les plus bas sont retirés de l’ensemble de données. Le gain 
d’information d’un attribut indique la pertinence statistique de cet attribut par rapport 
à la classification [14]. Le gain d'information, appelé Gain (S, A) d'un attribut A par 
rapport à une collection d'exemples S, est défini dans l’équation suivante : 

 

,ሺܵ ݊݅ܽܩ        ሻܣ ൌ ሺܵሻ ݁݅ݎݐ݊ܧ െ ∑  ሺ|ௌ௩|
|ௌ|௩ ఢ ௩௨௦ ሺሻ   ሺܵ௩ሻሻ              (2) ݁݅ݎݐ݊ܧ 

 
Où (A) correspond à l’ensemble des valeurs possible de l’attribut A, et ܵ௩ est le sous 
ensemble de S pour lequel l’attribut A à une valeur v, l’équation de l’entropie est la 
suivante (sachent que   est la proportion d’appartenance de S à la classe i): 
  
ሺܵሻ ݁݅ݎݐ݊ܧ                   ൌ  ∑ െ  logଶ 

ଶ
ୀଵ                                                         (3) 
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Après calcul des gains d’informations des 10% de la base de données KDD cup’99, 
nous obtenons l’histogramme ci-dessous. 

Fig. 2. Les gains d’information de chaque attribut [14] 

 
 
Il apparait qu’il n’y a que 10 attributs dont les gains d’informations sont les plus 
élevés qui ont été regroupés dans les trois catégories de signaux d’entrée. Il y a 
d’autres données d’entrées, en plus des signaux pré-classés dont le DCA a besoin, qui 
sont les antigènes, ils sont créés en combinant les trois attributs nominaux. Pour 
l’algorithme NSA, seuls ces 10 attributs seront utilisés [14]. 

6   Expérimentations et Résultats  

Nos expérimentations consistent en l’implémentation de deux algorithmes des 
systèmes immunitaires artificiels, qui sont l’algorithme des cellules dendritiques 
(DCA) et l’algorithme de la sélection négative (NSA) avec C-detecteurs. Ces deux 
algorithmes n’ont pas le même type d’apprentissage, le DCA est un algorithme 
d’apprentissage non supervisé tandis que le NSA est un algorithme d’apprentissage 
supervisé. Les deux algorithmes ont été implémentés en langage Java sous NetBeans 
IDE. L’analyse “the receiver operating characteristics (ROC)” est effectuée afin 
d’évaluer les performances de la classification du DCA et du NSA. Les taux de vrais 
positifs (TP), de faux négatifs (FN), de faux positifs (FP) et de vrais négatifs (TN) de 
chaque expérimentation sont calculés, ainsi que le taux de détection (DT) et le taux de 
fausses alarmes (FAR). Pour toutes les expérimentations concernant l’algorithme 
DCA, la taille de la population des cellules dendritiques a été fixée à 100 et elle 
demeure constante à chaque itération du système. Le seuil de migration pour chaque 
cellule dendritique individuelle est choisi aléatoirement entre 100 et 300 afin 
d’assurer la survie de la cellule après plusieurs itérations du système. Nous avons 
appliqué quelques variantes lors de  l’implémentation des deux algorithmes qui sont : 
• Expérience 1 : DCA avec un chargement de données continu.  
• Expérience 2 : DCA avec un chargement de données aléatoire.  
• Expérience 3 : NSA avec un chargement de 1000 détecteurs aléatoires et avec 

différentes valeurs de r (2, 3, 4, 5, 6).  
• Expérience 4 : NSA avec un chargement aléatoire d’un seul détecteur.    
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Chaque programme a été lancé plusieurs fois, 10 itérations pour le DCA et 100 
itérations pour le NSA (seulement 10 itérations pour le DCA car son temps 
d’exécution est relativement plus grand que celui du NSA, 15 à 20 min pour une 
itération et il a besoin d’énormément d’espace mémoire, contre à peine 30 sec pour le 
NSA qui ne requiert que très peu d’espace mémoire). Nous avons donc utilisé 
l’analyse ROC [12] pour mesurer la performance réelle de nos classifieurs.  

Tableau 3. Les résultats ROC des différentes expériences 

Catégorie  TP TN FP FN DT FAR 
Exp. 1 0.7154  1.00 0.00 0.2846 0.7154 0.00 
Exp. 2 0.6521 1.00 0.00 0.3179 0.6821 0.00 

Exp. 3  
 
 
 
 

r  = 2 0.9211 0.4294 0.3705 0.0799 0.9211 0.4631 
r  = 3 0.7548 0.5183 0.2361 0.2452 0.7548 0.3129 
r =  4  0.3455 0.6324 0.2005 0.6545 0.3455 0.2407 
r =  5  0.2845 0.7128 0.0085 0.7155 0.2845 0.0102 
r =  6 0.0814 0.1985 0.0007 0.9186 0.0814 0.0035 

Exp. 4  0.7121 0.4987 0.2147 0.2879 0.1210 0.3009 
 
Nous avons voulu tester si l’ordre des données pouvait affecter le bon fonctionnement 
du DCA. Les résultats des deux premières expériences, montrées dans le tableau 3, 
nous indiquent une légère baisse du taux de détection lorsque les données sont 
sélectionnées aléatoirement. Nous avons essayé de changer les poids de calcul des 
signaux de sortie, le résultat de ce changement a été catastrophique, aucune donnée 
n’a été correctement classifiée. Le DCA semble avoir fourni de bonnes performances 
du point de vue du taux de fausse alarme, qui est égal à 0, ce qui signifie que l’un des 
objectifs de la détection d’anomalie vient d’être atteint car il est important qu’il y ait 
le moins de fausses alertes possibles. Nous avons également noté que, lorsque 
l’ensemble de données est petit (1000 enregistrement par exemple), la classification 
du DCA est excellente et le taux de vrais positifs est relativement élevé (0.99 ou 
1.00). Pour l’algorithme NSA, nous avons également effectué un chargement de 
détecteurs aléatoire et un chargement d’un seul détecteur, avec lequel s’est faite la 
correspondance avec tous nos exemples. L’utilisation de plus d’un détecteur 
sélectionné aléatoirement fournit de meilleurs résultats que l’utilisation d’un seul. Il y 
a également une autre variante de l’algorithme NSA qui est le changement de la 
valeur de r (règle de correspondance r bits contigus), qui a énormément affecté le 
déroulement de la classification. Nous avons obtenu des résultats très différents les  
uns des autres, lorsque le r = 6, il n’y a presque plus de classification correcte, et les 
résultats s’améliorent au fur et à mesure que r décroit. Par conséquent, la valeur de ce 
dernier semble très importante, plus le r est petit, meilleure est la classification. Ceci 
semble évident, vu qu’il ne fait l’appariement qu’entre deux attributs, ce qui reste 
insuffisant pour juger du bon fonctionnement du système. Il est à noter également 
que, plus la valeur de r est élevée, moins le classifieur fonctionne correctement. Il y a 
un autre problème que nous rencontrons avec l’algorithme NSA, particulièrement 
lorsque le choix d’un seul détecteur est effectué, c’est que les résultats sont vraiment 
aléatoires, au lancement de 10 itérations consécutives, nous pouvons obtenir un taux 
de vrais positifs allant de 0.08 jusqu'à 0.25 et dans certains cas 0.50, ce qui fait du 
NSA un algorithme peu stable et nous ne pouvons se fier à ses résultats. 
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Contrairement à l’algorithme DCA, qui n’a émis aucune fausse alarme, le NSA en a 
émis un nombre important, ce qui le rend peu fiable et peu adéquat pour la détection 
des anomalies. Ainsi, comparé au NSA, le DCA gère correctement les grands 
ensembles de données et ses résultats sont satisfaisants et prometteurs.  

7   Conclusion et Perspectives 

Nous avons exploité deux algorithmes immunitaires dans le domaine de la détection 
d’anomalies pour notre expérimentation avec l’ensemble de données KDD cup’99, les 
résultats obtenus concernant l’algorithme des cellules dendritiques (DCA) sont plutôt 
encourageants et prouvent que nous pouvons encore améliorer la mise en œuvre de 
cet algorithme afin d’obtenir de meilleurs résultats. A l’opposé, l’algorithme de 
sélection négative (NSA), n’a pas fourni de résultats probants, il émet un nombre 
important de fausses alarmes contrairement à l’algorithme DCA dont le taux de 
fausses alarmes avoisine le zéro. Nous constatons également que NSA rencontre des 
difficultés à gérer un ensemble de données de grande dimension, ce qui représente un 
sérieux inconvénient, au vu des tailles actuelles des bases de données des systèmes 
informatiques. 
Des travaux similaires au nôtre ont été réalisés ces dernières années, en particulier 
ceux de Julie Greensmith [5, 6, 7] sur l’algorithme du DCA et son application à la 
détection d’anomalies, il y a eu également des comparaisons de l’algorithme DCA 
avec l’algorithme TLR [9] et les cartes auto-organisatrices de Kohonen (SOM)  [12], 
ainsi que sur l’adéquation de NSA pour les problèmes de détection d’intrusions [15]. 
Les résultats de ces travaux sont tout aussi encourageants et placent l’algorithme 
DCA comme l’approche la plus approprié pour le problème de détection d’intrusions. 
Les systèmes immunitaires artificiels (AIS) présentent des solutions prometteuses 
dans le domaine de la détection d’intrusion. Les recherches autour de ces systèmes 
représentent toujours le centre d’intérêt de différents chercheurs, afin de pouvoir 
exploiter tous les concepts et les mécanismes d’identification et de détection utilisés 
par le système immunitaire naturel. Dans ce que nous avons pu exploiter, les 
recherches futures qui peuvent être appliquées à l’algorithme DCA consistent à 
trouver le moyen de le rendre plus adaptatif et flexible. Nous pouvons également 
essayer de le tester avec des ensembles de données différents et aussi de réaliser des 
comparaisons rigoureuses avec d’autres méthodes des systèmes immunitaires 
artificiels afin de voir où il se situe par rapport aux performances des autres méthodes 
immunitaires. 
Dans une optique plus générale, il serait intéressant de mener des comparaisons plus 
approfondies entre des classifieurs issus de l’immunologie artificielle et d’autres 
classifieurs, pouvant être bio-inspirés ou pas, en envisageant des applications 
intéressantes telles que la détection d’intrusions. Ces études comparatives pourront 
certainement nous mener à des conclusions très intéressantes dans le domaine 
attrayant de l’informatique bio-inspirée… 
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Résumé. L'intégration des paradigmes gestion des processus métiers (BPM), le 
calcul orienté service (SOC) et le développement dirigé par les modèle (MDD) 
pour améliorer le développement des solutions orientées services à partir des 
modèles métiers est devenu actuellement une exigence fondamentale pour 
beaucoup d’entreprises. La modélisation des processus métiers est également 
positionnée au centre des efforts de développement de logiciel, car la 
fabrication de ces modèles constitue explicitement la base pour la définition de 
services. Dans ce contexte, nous proposons une approche de formalisation et de 
construction d’une base de connaissances métier afin de supporter la génération 
automatique des modèles de services à partir des modèles de processus métiers. 
L’objectif étant d’améliorer et faciliter le processus de développement des 
systèmes d’information orientés services.  

Mots clés: modélisation des processus métiers (BPM), calcul orienté service 
(SOC), architecture dirigé par les modèles (MDA), processus métier inter-
organisationnel, interopérabilité. 

1   Introduction 

Aujourd’hui les entreprises sont organisées en réseaux, au sein desquels différents 
acteurs peuvent interagirent. La compétitivité de ces entreprises est profondément liée 
à la capacité de structurer, partager et échanger les connaissances et le savoir-faire 
avec l’ensemble des participants au réseau collaboratif. Ce besoin d’échanger des 
connaissances oblige les entreprises d’évoluer leurs systèmes d’informations et leurs 
applications afin de les rendre interopérables. 

L’interopérabilité des applications d’entreprise permet d’assurer l’échange des 
fonctionnalités et des services d’une manière transparente à l’utilisateur. Chaque 
fonctionnalité, service, ou donnée possède son propre modèle. Un certain nombre de 
transformations entres ces modèles sont indispensable pour assurer l’interopérabilité 
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entre les différentes entités hétérogènes de l’entreprise [9]. Pour que ces 
transformations entres modèles soient une solution efficace permettant d’établir 
l’interopérabilité dans un environnement purement hétérogène ; il faut qu’elles 
doivent être guidées par un cadre de modélisation standard. L’approche MDA 
(Model-Driven Architecture) [9] fournit les bases pour soutenir l’interopérabilité 
dirigée par les modèles. 

Pour développer un projet informatique, il est nécessaire d’en connaître la cible. 
Pou cela, on raisonne en générale en termes de besoin et de réponse à ce besoin en 
termes d’application. Le développement d’une application d’entreprise à grande 
échelle commence toujours par le niveau d'abstraction le plus élevé là où il ya la 
spécification et la représentation des métiers d’entreprise sous forme de modèles de 
processus métiers. Ces modèles doivent être projetés progressivement sur une 
architecture plus adaptée au besoin d’interopérabilité. Actuellement, le paradigme le 
plus adapté à la réalisation des applications interopérables est le paradigme orienté 
services. Puisque les services encapsulent les fonctionnalités des applications selon 
des processus métiers de l’entreprise, la compréhension des processus est un préalable 
nécessaire à la mise en œuvre d’une architecture orientée services (SOA). 

L’association de la modélisation des processus métiers de l’entreprise (BPM), 
l’architecture dirigée par les modèles (MDA) et l’architecture orientée services (SOA) 
permet de nous offrir un cadre et une méthodologie puissante à la mise en œuvre des 
systèmes d’informations interopérables [6], [8], [10]. 

2   Etat de l’art  

L’évolution des méthodes et des technologies dans le domaine du génie logiciel 
fait émerger de nouvelles approches pour le développement d’applications. Ainsi, ont 
fait leur apparition, le paradigme orientée objets, ensuite le paradigme orientée 
composants et de nos jours, le paradigme orientée services. Tous ces paradigmes 
reposent sur les principes de base du génie logiciel : l’abstraction, la séparation de 
préoccupations et la modularité. Chaque nouvelle approche est basée sur les anciens 
paradigmes tout en y ajoutant de nouveaux atouts.  

L’idée de l’approche orientée services est de construire rapidement des 
applications par l’assemblage d’un ensemble de services. Le résultat de cet 
assemblage est appelé « application composite ». La mise en place effective de cette 
approche permet de faciliter l’intégration et l’interopérabilité des systèmes 
d’informations d’entreprise qui sont hétérogènes et n’ont pas été conçus pour être 
interopérables. Donc, l’approche orientée services propose un cadre pour résoudre 
cette problématique par le développement des applications interopérables, 
dynamiques, et complètement réparties. 

2.1   Les services 

L’approche à services est basée principalement sur le paradigme à composants 
dont l’idée de base était l’assemblage de blocs logiciels préfabriqués, appelés des 
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composants. Un composant est défini comme une entité logicielle composable, 
réutilisable, décrivant explicitement ses capacités et ses dépendances. 

Le paradigme SOC (Service Oriented Computing) [6] propose que la construction 
d’une application soit réalisée par l’assemblage de services logiciels préexistants, 
testés et validés fournis par des fournisseurs divers ce qui implique que la productivité 
augmente par la réutilisation de ces services. Un autre avantage de cette approche est 
le faible couplage entre les différentes entités qui constituent une application la chose 
qui rendre l’application plus flexible contrairement a l’approche orientée composant 
qui est caractérisée par une rigidité forte, c’est-à-dire qu’une fois concevoir une 
application à base de composants il est difficile de modifier son architecture à 
l’exécution. Ce problème est dû notamment au fort couplage résultant de la définition 
explicite des liens entre les interfaces fournies et requises des composants constituant 
une application. 

Dans l’approche orientée services, les entités de base sont appelées services. Un 
service est défini comme suit: 

“Services are autonomous, platform-independent entities that can be described, 
published, discovered, and loosely coupled by using standard protocols”  

Un service est alors une entité logicielle autonome, auto-descriptive indépendante 
de la plateforme et qui fournit une fonctionnalité métier. Les principales 
caractéristiques d’un service sont: 

 
• La modularité : un service est modulaire et réutilisable. Il est possible de 

construire des applications ou des services plus complexes à partir d’autres 
services atomiques, 

• L’autonomie : un service est autonome, complet et cohérent dans la mesure 
où le service contient toute sa logique d’exécution ce qui lui permet de 
s’exécuter indépendamment des autres services, 

• La disponibilité : un service est disponible est utilisable par des clients, 
• La description : un service possède une description qui est lisible par des 

machines. La description sert à spécifier l’interface du service et sa 
localisation, 

• L’indépendance d’implémentation : un service a une claire séparation 
entre sa description (ou interface) et son implémentation. 

• La publication : la description du service est publiée dans un annuaire qui 
sera consultable par les clients du service. 

 
La description du service est utilisée par les clients (consommateurs de services) pour 
rechercher, sélectionner et invoquer le service qui s’adapte le mieux à ses besoins. La 
description d’un service est indépendante de son implémentation. 

2.2   L’Architecture Orientée Services (SOA) 

Une architecture SOA (Service-Oriented Architecture) est composée de trois 
éléments principales : Le fournisseur de service, Le consommateur de service (Client 
de service), et l’annuaire de service (Registre de services). Le fournisseur d’un service 
représente une organisation (ou une personne) qui fournit une fonctionnalité sous la 
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forme d’un service. Ce fournisseur met à disposition des clients du service les 
informations nécessaires à l’utilisation du service. Ces informations sont regroupées 
dans un annuaire de services sous forme d’une description du service, la description 
peut contenir des informations sur la fonctionnalité offerte, le comportement du 
service, les propriétés non-fonctionnelles du service et les protocoles de 
communication qui doivent être utilisés lors de sa consommation. 

Le fournisseur effectue la publication de la description du service dans un registre 
de services (ou annuaire des services). Le registre de services est un intermédiaire 
entre les fournisseurs et les consommateurs des services. 

Le client réalise une recherche dans le registre pour obtenir des descriptions de 
services disponibles pouvant satisfaire ses besoins. Le client sélectionne parmi les 
services découverts le service le plus adapté à ses besoins. Une fois la phase de 
sélection termine, le client utilise les informations disponibles dans la description 
pour effectuer une communication avec le fournisseur afin de consommer la 
fonctionnalité du service. 

Le point fort de l’utilisation du registre de services est l’optimisation du temps 
d’exécution au niveau du fournisseur de services c.-à-d. que les clients n’ont pas 
besoin de s’adresser directement aux fournisseurs avant de consommer le service. 

2.3   L’architecture SOA dirigée par le processus métier 

La vision processus joue un rôle important dans les théories des organisations 
comme dans le domaine système d’information où la modélisation des processus est 
considérée comme un élément clé de la représentation de la dynamique. La 
modélisation des processus métiers est un préalable nécessaire à la conception d’un 
système d’information organisationnel. 

L'approche processus est imposée progressivement dans le management des 
entreprises pour en améliorer la productivité. Elle est s'est étendue à l'ensemble de 
l'organisation avec la théorie de la gestion par les activités ainsi que le nouveau besoin 
de la coopération entre les organisations à permet de les obliger de se concentrer leurs 
efforts sur la normalisation de touts les concepts intervenant dans l'approche afin 
d'assurer une interopérabilité entre ses différentes systèmes d'informations au niveau 
métier, logique et technique. 

La norme [ISO 9000, 2000] définit un processus métier comme suit: " Un 
ensemble d'activités corrélées ou interactives qui transforme des éléments d'entrés en 
éléments de sortie". Dans la gestion par les activités, un processus est défini comme: " 
Une séquence d'activités différentes reliées par des relations client fournisseur qui 
s'enchaînent à partir d'un facteur de déclenchement commun". Où une activité est " 
un ensemble de tâches élémentaires réalisées par un individu ou un groupe, faisant 
appel à un savoir faire spécifique, homogènes du point de vue de leurs 
comportements de coût et de performance, permettant de fournir un output à un client 
interne ou externe à partir d'un panier d'input". 

Les   définitions   de   processus   métier   reflètent   implicitement   les   besoins 
fonctionnels. Cependant, il n'est pas suffisant de concevoir juste les activités métiers 
reliées par les flux de contrôle du processus. Pour représenter l'ensemble complet des 
exigences, une définition de processus doit indiquer explicitement toutes les entités 
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qui participent au processus. Ces exigences devraient être transformées, sans perte 
d'information, en des spécifications riches sémantiquement dont lesquels divers 
composants logiciels peuvent être dérivés. 

Une architecture SOA dirigée par les processus (Process-Driven SOA) PDSOA 
[4], [5], [6], [9], [10] prolonge la SOA traditionnelle par une couche de spécification 
des processus métiers de haut niveau. En particulier, PDSOA fournit un paradigme de 
développement pour accomplir  systématiquement et efficacement les fonctionnalités 
métiers en utilisant un moteur d’exécution des processus qui fait appel à des services 
SOA générés à partir les activités de processus en entré. 

 

 
 

Fig. 1. L’architecture orientée service dirigée par les processus 
 

La figure Fig. 1. représente la relation entre le niveau métier, les modèles de 
processus métiers, les services SOA implémentant ces processus, et les ressources 
technique. 
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2.4   L’Architecture Dirigée par les Modèles (MDA) 

MDA (Model-Driven Architecture) est un cadre de modélisation qui s’articule 
autour des modèles comme éléments de bases pour analyser, concevoir, développer, 
et maintenir des systèmes logiciels à travers une succession de transformation de 
modèles. L’approche MDA propose qu’à partir de la modélisation de haut niveau 
d’abstraction d’un système informatique, de générer l’implantation  correspondante 
pour une plateforme spécifique dans le but de favoriser l’évolutivité, la réduction de 
coût du développement par la réutilisation des modèles et l’interopérabilité dirigée par 
les transformations des modèles. 

2.4.1   Les modèles du MDA 
 
Un modèle d’un système est la spécification formelle des fonctions, de la structure 

et/ou du comportement de ce système dans son environnement, dans le but de 
comprendre le système,  échanger et partager les connaissances relatif au système, 
développer ou améliorer le système. Un modèle doit pouvoir être utilisé pour 
répondre à des questions sur le système modélisé. Il doit être suffisant et nécessaire 
pour permettre de répondre à certaines questions en lieu et place du système qu’il 
représente, exactement de la même façon que le système aurait répondu lui-même. 

Dans le processus MDA, tout est considéré comme modèle, aussi  bien  les 
processus  métiers,  les systèmes, les programmes, les traces d’exécution, les 
plateformes, les transformations, les vérifications, les testes, et les composants. 

MDA recommande l’élaboration de modèles: (i)   d’exigence (Computation 
Independent Model - CIM) dans lesquels aucune considération  informatique 
n’apparaît, (ii) d’analyse et de conception (Platform Independent Model - PIM), (iii) 
de code (Platform Specific Model - PSM), (iv) de plateforme (Platform Description 
Model - PDM ou PM). 

CIM (Computation Independent Model) : C’est le modèle métier ou le modèle 
du domaine d’application. Il sert à représenter ce que le système devra exactement 
faire sans rentrer dans les détails d’implémentation. Il est utile, non seulement comme 
aide pour comprendre le fonctionnement du futur système, mais également comme 
source de vocabulaire partagé utiliser pour dériver d’autres modèles. 

PIM  (Platform  Independent  Model) : Une fois les analystes métiers définis 
clairement le modèle d’exigences, la phase de conception peut commencer. Dans cette 
phase, les concepteurs de logiciel dérivent un modèle PIM à partir des connaissances 
encapsulées dans le modèle CIM. Le PIM est un modèle informatique qui représente 
une vue partielle d’un CIM. Il représente l’architecture logique du système sous forme 
de modèles de conception. Il représente le fonctionnement des services logiciels mais 
sans montrer  les  détails de son déploiement sur la  plateforme.    

PSM (Platform Specific Model) : Le modèle PSM est dépendant de  la  plate-
forme  technique sur laquelle la future application va être exécutée. Il est considéré 
comme une interface entre les modèles de conceptions et la plateforme technique. Il 
sert notamment à la génération de code exécutable vers la ou les plates-formes 
techniques. 
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PDM (Platform Description Model) ou PM (Platform Model) : Il décrit la 
plateforme cible sur laquelle le système va être exécuté. Un PDM contient des 
informations utilisées pour la transformation du modèle PIM vers les modèles PSM.  

Le passage de PIM à PSM fait intervenir des mécanismes de transformation de 
modèles  et  un  modèle  de  description  de  la  plateforme  (PDM).  Cette  démarche 
s’organise selon un cycle de développement « en Y » propre au MDD (Model Driven 
Development). 

L’objectif du MDA est d’automatiser le maximum que possible les opérations sur 
les modèles. Ces modèles doivent être exprimés en un format exploitable par 
machine. La structure dans laquelle les modèles sont exprimés doit être clairement 
définie sous forme de méta-modèle. 

3. Une transformation automatique d’un processus métier 
collaboratif en une architecture SOA 

Avec l'évolution de l'architecture orientée services (SOA) les développeurs de 
logiciels ont focalisé sur le développement des services réutilisables pour augmenter 
la productivité. Ces services atomiques qui offrent des petites fonctionnalités sont 
assemblés en services composés afin d’automatiser des parties réutilisable d’un 
processus métiers. 

La compréhension des processus métiers inter-organisationnels est un préalable 
nécessaire à la mise en œuvre des systèmes d’informations interopérables à base 
d’une architecture SOA. Pour cela on à besoin de définir une méthode qui nous 
permettre de dériver les composants  d’une architecture SOA à partir d’un modèle de 
processus métier afin d’assurer la construction semi-automatique des applications 
interopérables. Plusieurs questions peuvent être adressées afin de réaliser cet objectif : 

Quels sont les éléments qui doivent être modélisés afin de définir et d’analyser les 
processus métiers collaboratifs ? 

Quelle est la notation graphique la plus appropriée pour modéliser les éléments 
identifiés ? 

Comment dériver les processus privés de chaque participant dans la collaboration à 
partir d’un seul processus publique commun ? 

Comment les éléments modélisés peuvent être transformés en composants d’une 
architecture SOA ? 

Plusieurs éléments peuvent être structurés dans différentes catégories de modèles 
afin de fournir un cadre pour modéliser les processus collaboratif. Trois catégories de 
modèles sont considérées comme une base nécessaire à la définition des interactions 
inter-organisationnelles : 

Le modèle de rôle qui fournit une vue d'ensemble des différents rôles impliqués 
dans la coopération au niveau d'organisation. 

Le modèle de processus qui décrit le flux d'activité effectué par les différents rôles 
et indiqué les interfaces de processus entre les entreprises participantes au réseau 
collaboratif. 

Et finalement, le modèle de l'information qui représente les objets d’information 
appropriés sert comme base pour définir le contenu des messages. 
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Le modèle de rôle décrit les responsabilités des personnes et des unités 
organisationnelles qui sont directement impliqués et visibles aux collaborateurs 
externes. Ainsi, il établit une compréhension commune de la façon dont les 
participants de la collaboration interagissent. Ceci est considéré comme un préalable 
pour modéliser les processus inter-organisationnels. Les principaux éléments 
impliqués dans ce modèle sont des rôles et des unités organisationnelles ou des 
positions. Une description de rôle définit les responsabilités et les fonctions. Les rôles 
peuvent être assignés à un niveau d'une unité organisationnelle ou à une seule 
personne qui exécute une activité. Les organismes et les personnes peuvent exécuter 
des rôles multiples.  

Le modèle de processus publique est l'élément le plus important pour modéliser les 
processus inter-organisationnels. Il définit l'ordre des activités qui sont exécutées par 
les différents rôles : Ce modèle se concentre sur le processus public qui contient les 
principales activités acceptés par les participants afin d'effectuer une coopération 
inter-organisationnelle. L'interface de processus entre les participants de la 
collaboration doit être détaillée afin de fournir l'entrée nécessaire pour la conception 
de services et permettre la transformation des éléments de modèles en une 
architecture SOA. 

Le modèle d'information structure les objets d’information nécessaires qui doivent 
être traités durant l’exécution du processus collaboratif. Ce type de modèle peut être 
exprimé en un diagramme de classe UML dont chaque classe représente un objet de 
l'information qui est encore décrit par des attributs.  

Les trois types de modèles expliqués ci-dessus (modèle de rôle, modèle de 
processus, modèles d’information) assurent l'interopérabilité à un niveau de 
processus. 

Comme réponse à la deuxième question, les développeurs métier supposent que la 
spécification des modèles de processus métiers exige que la notation utilisée dans la 
modélisation doive être compréhensible à la foie par l’homme et par la machine. Pour 
cela l’initiative BPMI et l’OMG (Object Management Group) ont proposés la 
spécification BPMN (Business Process Modeling Notation). BPMN a pour but 
d’offrir une notation explicite, facile et accessible à tous les utilisateurs métiers. 
BPMN propose aussi des passerelles pour l’exécution automatique des processus sous 
forme des instructions BPEL (Business Process Execution Langage) exécutées dans 
un moteurs BPMS (Business Process Management System). 

Comme réponse à la troisième question, nous supposons que la mise en application 
des modèles de processus collaboratifs permet de gérer la collaboration inter-
entreprise avec leurs participants pour améliorer leurs performances et compétitivité. 
Les modèles collaboratifs peuvent être réalisés par les collaborations B2B (Business-
to-Business) qui nécessitent une interopérabilité orientée processus entre des 
entreprises hétérogènes et autonomes. 

L’établissement de l’interopérabilité inter-entreprise exige la spécification détaillée 
de différentes interactions entre les différents participants. Ces interactions sont 
exprimées sous forme de modèles de processus métiers collaboratifs. Dans les 
collaborations B2B l'intégration et l'interopérabilité des processus et des systèmes 
d’entreprises sont nécessaires pour soutenir l'exécution des processus collaboratifs. 
Chaque entreprise doit définir le processus d'interface qui représente le rôle qu'elle 
exécute dans la collaboration à partir d'un modèle de processus collaboratif qui décrit 
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la vue globale des interactions d'entreprise afin d’implémenter ce processus 
d’interface dans un système de gestion de processus métiers.  

L’interopérabilité inter-entreprise doit être réalisée dans un niveau métier et dans 
un niveau technologique. Au niveau métier, les entreprises concentrent sur la 
conception des processus collaboratifs pour définir le comportement de la 
collaboration inter-entreprise. Le processus métier collaboratif permet de définir la 
vue globale des interactions entre les entreprises pour réaliser des objectifs métiers 
communs. Au niveau technologique, les entreprises se concentrent sur l'intégration et 
l'interopérabilité de leurs systèmes B2B pour exécuter des processus collaboratifs. 
Ceci implique une génération des spécifications B2B, c.-à-d. des interfaces des 
systèmes des participants et des spécifications des processus métiers sont exigées par 
chaque entreprise pour exécuter le rôle indiqué dans un processus collaboratif et pour 
le mettre en application dans un système de gestion des processus métiers. 

La conception et la gestion des processus collaboratifs dans les deux niveaux 
impliquent de nouveaux défis, principalement la réalisation de plusieurs exigences : 

• Autonomie : les entreprises sont considérées comme étant d'entités 
autonomes, cachant leurs décisions internes, leurs activités et leurs 
processus. Les systèmes d'information qui gèrent les collaborations B2B à 
chaque entreprise, doivent être indépendants. 

• Gestion décentralisée des processus collaboratifs contrôlés conjointement par 
les entreprises. 

• Interactions de Pair à Pair: les systèmes d'information des entreprises 
agissent l'un avec l'autre d'une manière directe sans médiation d'un tiers. 

• Négociation : qu’elle est exigée dans la gestion des processus collaboratif. 
• L'alignement entre la solution métiers et la solution technologique afin de 

garantir que la solution technologique fournit un support au comportement 
des processus collaboratifs. 

Pour accomplir les exigences ci-dessus, on a proposé une méthode basée sur MDA 
pour la conception d’une architecture orientée service à partir un processus 
collaboratifs. 

Une collaboration B2B exige la définition d'une solution métiers aussi bien qu'une 
solution  technologique, en raison qu'elle comporte l'intégration d'entreprise au niveau 
métier et au niveau technologique. En outre, deux vues à dans les solutions métiers et 
technologiques doivent être considérées: la vue de collaboration, qui se rapporte aux 
exigences globales et publiques a convenu par les participants; et la vue du 
participants, qui se rapporte aux besoins particuliers dont lesquels un participants doit 
répondre pour pouvoir collaborer avec d'autres participants.  

Au niveau métiers, la vue de collaboration est représentée par les processus 
collaboratifs qui définissent le comportement de la collaboration inter-entreprise. Un 
processus métier collaboratif définit, d'un point de vue globale, l'échange de message 
entre les participants. 

Une fois que les participants sont acceptés sur la vue de la collaboration, ils 
définissent leurs besoins métiers dans leur vue de participants. Le rôle qu’un 
participant exécute dans un processus de collaboration est décrit dans un processus 
métier d'interface (également appelé processus abstrait, ou interface 
comportementale). Un processus d'interface définit le comportement public externe et 
visible d'un participant en termes d'activités qui soutiennent la réception et l'envoi des 
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messages avec les autres participants à la collaboration, c.-à-d. les activités qui 
communiquent avec d'autres processus métiers externes. Ce comportement public 
peut être dérivé à partir d’un processus collaboratif. Finalement, les participants 
définissent leurs processus métier d'intégration (également appelés privés, exécutable, 
ou processus d'orchestration) à partir du processus d’interface. Un processus 
d'intégration ajoute la logique métier interne nécessaire à soutenir le rôle qu’un 
participant exécute dans un processus collaboratif. La logique métier interne inclut les 
activités pour produire et traiter l'information échangée aussi bien que les 
transformations de données et les invocations des systèmes internes.  

Bien que les processus de collaboration et d'interface définissent comment les 
participants coordonneront leurs actions, ces processus ne sont pas exécutables. Au 
niveau technologique, les participants doivent produire des interfaces de leurs 
systèmes B2B et les spécifications exécutables des processus d'intégration en 
employant un langage de processus B2B standard. Puis ces spécifications peuvent être 
transformées en une architecture SOA qui implémente le processus d’intégration. 

Pour développer les collaborations B2B, on a proposé une approche systématique 
pour transformer les modèles conceptuels des processus collaboratifs en modèles et 
spécifications concrètes des processus métiers exécutables puis transformer les 
éléments modélisés en un ensemble de servies implémentant ces processus. 
L’approche proposée implique les étapes suivantes : 

a) Analyse et conception des processus collaboratifs en se basant sur un point 
de vue métiers pour représenter la vue de la collaboration B2B, c.-à-d. la 
définition des besoins métiers et des objectifs métiers communs de la 
collaboration B2B. 

b) Annotation de ce processus métier inter-organisationnel par une ontologie. 
Le but est de représenter formellement les connaissances métiers encapsulées 
dans le diagramme de processus afin de faciliter la dérivation des processus 
d’interface pour chaque participant à la collaboration ainsi que la génération 
automatique d’une architecture orientée services qui exécute le processus 
métier globale.  

c) Dérivation des processus d'interface à partir des processus collaboratifs afin 
de définir la vue publique de chaque participant. Un moteur de 
transformation interroge l’ontologie pour réaliser cette étape.  

d) Conception des processus d'intégration en incorporant la logique privée 
requise pour soutenir l'échange de message avec les autres participants afin 
de définir la vue privée de chaque participant. Une opération de mise à jour 
de l’ontologie par les concepts relatifs à la logique interne de chaque 
partenaire est nécessaire afin d’exécuter l’étape suivante. 

e) Génération de la solution technologique des modèles de processus métiers de 
la solution métiers, c.-à-d. les servies requis pour exécuter les processus 
collaboratif: interfaces des systèmes et des spécifications de processus de 
services exécutables des participants basés sur une norme B2B. 

f) Raccorder les servies générés avec les ressources logiciels du système. 
Cette méthode est basée sur MDA pour permettre la génération automatique des 

modèles de processus d'interface des différents participants à partir des modèles de 
processus collaboratifs. Le langage BPMN est utilisé pour représenter les modèles de 
processus collaboratif et les processus d'interface. 
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La méthode proposée se concentre sur des transformations horizontales entre les 
modèles de processus métiers collaboratifs en des modèles de processus d’interface 
puis une conception des processus d’intégration et finalement la génération d’un 
ensemble de services implémentant les processus d’intégration. Les services générés 
peuvent être relié avec les différentes ressources logicielles existantes (cf. Fig. 2.). 

 

 
  

Fig. 2. Génération automatique des services SOA 
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4.  Conclusion et perspectives 
 
Dans  cet  article  nous  avons  présenté  un  cadre  architectural pour soutenir et 

faciliter le processus de développement des systèmes d’informations interopérable et 
plus particulièrement la génération automatique d’une architecture SOA à partir d’un 
processus métier collaboratif ou inter-organisationnel. La méthode proposée est basée 
sur l’architecture dirigée par les modèles pour transformer les modèles de processus 
collaboratif en modèles de processus d'interface spécifique à chaque participant à la 
collaboration. En appliquant cette méthode, des processus d'interface sont garantis 
pour être interopérable car ils sont définis suivant un processus collaboratif global. Ce 
processus de développement est dirigé par une ontologie qui encapsule l’ensemble des 
connaissances nécessaires à la génération de l’architecture SOA. 

Dans  la prochaine future nous allons nous focaliser sur la spécification de la 
structure de l’ontologie, la formalisation des algorithmes de transformation du 
processus inter-organisationnel en processus d’interface, la formalisation du 
générateur de services, et finalement l’implémentation et l’évaluation de notre 
approche. 
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Abstract: We consider the single-machine scheduling problem which has the 
natural character that the processing-time of the job is an increasing linear 
function dynamically determined by the starting time of its processing.               
This phenomenon is known as linear deteriorating jobs. The scheduling 
objective is the total completion time minimization. The computationally of the 
problem is still intractable and open question. We prove that the problem is                        
NP-Complete in the ordinary sense. 

Keywords: Deterministic Single-Machine Scheduling; Linear Deteriorating 
Jobs; Total Completion Time Minimization; Complexity.  

1   Introduction 

In this paper, a single-machine is used to process a set of  n  independent jobs.                
All jobs are simultaneously available with no ready times or deadlines at time 0 and 
can be processed without interruption. Each job i is characterized by a normal 
processing-time ܽ  0 interpreted as the length of time required to complete the job 
if it is scheduled first, and a parameter ܾ  0 depending on the job starting time ܵ, 
interpreted as the growth rate of its processing-time. The actual processing-time 
 increases linearly with its starting times ܵ  0 and is given by ሺ ܵሻ ൌ ܽ  ܾ ܵ. 
Similar to the classical scheduling problems, ܽ is assumed to be positive integers. 
The processing rates ܾ are not integers in many practical cases, ܾ is allowed to be a 
positive rational number. Let  ݕ  0 denote a given threshold, the flow time problem 
is to decide whether there is a feasible schedule with  ∑ ܥ


ୀଵ   Adapting the .ݕ

three-field notation ߛ|ߚ|ߙ introduced by Graham et al. [1] used to describe the 
machine characteristics, job characteristics, and performance measure of interest, the 
above problem is denote as 1|ሺ ܵሻ ൌ ܽ  ܾ ܵ| ∑  . The problem was formulatedܥ
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for the first time in [2] and its time complexity is yet an open question even if ܽ ൌ 1 
for 1  ݅  ݊ [3, 4]. 

This paper solves the complexity of the problem 1|ሺ ܵሻ ൌ ܽ  ܾ ܵ| ∑            .ܥ
We show that the problem is  NP-complete in ordinary sense by a reduction from 
Subset Product Problem. 

2  Computational Complexity 

We proof that the problem 1|ሺ ܵሻ ൌ ܽ  ܾ ܵ| ∑  , is NP-hard. The associatedܥ
decision problem is the following:  
SDC: Given a single-machine, n jobs, ܽ א Գכሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݊ሻ,                                    
ܾ א Էା

כ  ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݊ሻ and  ݕ א Թା. Is there a schedule such that ∑ ܥ

ୀଵ    ?ݕ

Our proof of NP-completeness proceeds by a reduction in polynomial time from 
“Subset Product” which was shown to be NP-complete in the ordinary sense (see [5] 
and the correction of the complexity status in Johnson [6]) into problem  SDC. 

The Subset Product Problem SP can be stated as follows: 
SP: Given  m+1  positive integers ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ݔ ∏ such that ܤ ݔ


ୀଵ ൌ                     .ଶܤ

Is there a subset   ܻ  of the set  ܺ ൌ ൛ݔଵ, ,ଶݔ … ,                               ൟ  such thatݔ
∏ אݔ ൌ ∏ \אݔ ൌ ඥ∏ אݔ ؠ  ?ܤ

In the instances of SP, we can omit the element ݔ ൌ 1 because it will not affect the 
product of any subset. Therefore, without loss of generality, we can assume that 
ݔ  2 for every ݔ א ܺ.  

Our first task in proving the NP-Completeness of SDC is to show it lies in NP.            
But this is obviously true. To check if a guessed schedule has ∑ ܥ


ୀଵ   is very easy ݕ

and can clearly be accomplished in a number of operations bounded by a polynomial 
in n. So SDC lies in NP.  

Our next aim is to show that in polynomial time we can turn any SP into an 
equivalent SDC such the former has a yes answer if and only if the latter does. 

In order to show that SP can be reduced to SDC, we construct the corresponding 
instance of SDC,  as follows:  
• We sort respectively Y and ܺ\ܻ in the non-decreasing order and let 

ሺߚଵ, ,ଶߚ … , ,ାଵߚሻ and ሺߚ ,ାଶߚ … ,  ሻ denote respectively the sequences obtainedߚ
for Y and X\Y. These transformations can be done in ܱሺlog ݈ሺ݉ െ ݈ሻሻ where 
݈ ൌ | ܻ |. 

• Given a single machine and  ݊ ൌ ݉  1  jobs available for processing at time 
zero. The parameters of ݈  jobs constructed on the basis of the elements from the 
subset Y are given as: 
 ܽ ൌ ߱ ∏ ߚ


ୀଵ  and  ܾ ൌ ߚ െ 1  ሺ ݅ ൌ 1, 2, … , ݈ሻ, where the sequence ሺ߱ሻ is 

given as: ߱ଵ ൌ 1 െ ଵ
ఉభ

  and  ߱ ൌ ଵ
ఉషభ

െ ଵ
ఉ

 ;   ݅ ൌ 2, … , ݈. 
• The parameters of ሺ݉ െ ݈ሻ jobs constructed on the basis of the elements from the 

set ܺ\ܻ, are given as: 
ܽ ൌ ߱Ԣ ∏   ߚ

ୀାଵ  and  ܾ ൌ ߚ െ 1   ሺ݅ ൌ ݈  1, … , ݉ሻ, where the sequence 
ሺ߱Ԣሻ is set as ߱Ԣାଵ ൌ 1 െ ଵ

ఉశభ
  and  ߱Ԣ ൌ ଵ

ఉషభ
െ ଵ

ఉ
  ;    ݅ ൌ ݈  2, … , ݉. 
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• And the parameters of the ሺ݉  1ሻ job, called further the extra job, are given as  
ܽ ൌ ∏ ߚ

ିଵ
ୀଵ  and  ܾ ൌ ଵ

∏ ఉೖ

ೖసభ

.  

• Finally, we define a threshold  ݕ ൌ ሺ3  ܤሻߣ  ቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ ߣ െ 1 െ ଵ
ఉ

 where  

ߣ ൌ ∑ ∏ ߚ

ୀାଵ


ୀାଵ . 

The above construction can be accomplished in polynomial time, i.e., in  ܱሺ݉ሻ. 
Under the assumption that the normal processing time ܽ of job i  is a positive 

integer, jobs with indices respectively in Y and ܺ\ܻ  must be scheduled in the              
non-decreasing order of the deterioration rates ܾ. More precisely, we have the 
following result: 

Preliminary 1. For ݅ ൌ 2, … , ݈  (respectively, for ݅ ൌ ݈  2, … , ݉ሻ   
ܽ  is an positive integer if, and only if, ܾ  ܾିଵ. 

Proof:  
Since, for ݅ ൌ 2, … , ݈, ܽ ൌ ߱ ∏ ߚ


ୀଵ  where ߱ ൌ ଵ

ఉషభ
െ ଵ

ఉ
  and  ܾ ൌ ߚ െ 1,               

it is easy matter to see that: 
                                           ܽ ൌ ሺܾ െ ܾିଵሻ ∏ ߚ

ିଶ
ୀଵ . 

  
With the fact that ∏ ߚ

ିଶ
ୀଵ  0,  we conclude that  ܽ  0 if, and only if,  ܾ  ܾିଵ. 

For ݅ ൌ ݈  2, … , ݉  the proof is similar to that for ݅ ൌ 2, … , ݈  and hence is omitted. � 

Remark. In view of the condition that, ܾାଵ, ܾାଶ, … , ܾ is in non-decreasing order,          
the sum ߣ ൌ ∑ ∏ ሺ1  ܾሻ

ୀାଵ

ୀାଵ ൌ ∑ ∏ ߚ


ୀାଵ


ୀାଵ  is minimized [7].   

In the instance of SDC, if ∏ אߚ  ∏ \אߚ  and accordingly to preliminary 1,         
the jobs with indices in Y are processed first in the non-decreasing order of ܾ , then 
the extra job, and then the remaining jobs in the non-decreasing order of ܾ as well. 
Else, the jobs constructed on the basis of the elements from the set ܺ\ܻ are performed 
first. Without loss of generality, we assume in what follows that ∏ אߚ  ∏ \אߚ  
and hence the growth rate of the extra job is smallest as possible.  

Notice that for the instance of SDC, the completion time of the job with index 
respectively in Y and ܺ\ܻ can be, by induction with respect to i, expressed as follows: 

ܥ ൌ  ∑ ܽ ∏ ሺ1  ܾሻ
ୀାଵ


ୀଵ , for 1  ݅  ݈, 

ܥ ൌ  ∑ ܽ ∏ ሺ1  ܾሻ
ୀାଵ


ୀାଵ  ܥ ∏ ሺ1  ܾሻ

ୀାଵ , for ݈  1  ݅  ݊. 
Since the job processed before the extra job is l, the completion time of the extra job 

can be written as:  
ܥ ൌ ܽ  ሺ1  ܾሻܥ. 

Using the above established expressions, the completion time of each job in the 
constructed schedule of SDC is given in the next preliminary, easily proven by simple 
replacing ܽ and ܾ by their definitions in Y and ܺ\ܻ respectively: 
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Preliminary 2.  For the jobs constructed on the basis of the elements from the subset 
Y, the completion time is  ܥ ൌ  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ. 

For the extra job, we obtain  ܥ ൌ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  1 െ ଵ

ఉ
.  

And for the jobs constructed on the basis of the elements from the set  ܺ\ܻ, we obtain 
ܥ ൌ  ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯  ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯. 

Proof: 
Recall that the parameters of  l  jobs with indices in Y are the following: 
for ݅ ൌ 1, … , ݈, ܽ ൌ ߱ ∏ ߚ


ୀଵ  ,  

where  ܾ ൌ ߚ െ 1, ߱ଵ ൌ 1 െ ଵ
ఉభ

 and  ߱ ൌ ଵ
ఉషభ

െ ଵ
ఉ

 for ݅ ൌ 2, … , ݈.  

And using the equality ܥ ൌ ∑ ܽ ∏ ሺ1  ܾሻ
ୀାଵ


ୀଵ , we get: 

ܥ ൌ ∑ ൫ ߱ ∏ ߚ

ୀଵ ൯ ∏ ߚ


ୀାଵ


ୀଵ    

                                              ൌ ∑ ߱ ∏ ߚ

ୀଵ


ୀଵ  

                                              ൌ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯ ∑ ߱


ୀଵ . 

It is simple to show that ∑ ߱

ୀଵ ൌ 1 െ ଵ

ఉ
, thus:   

ܥ ൌ  ቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯. 

For the extra job, we have: 
ܥ                          ൌ ܽ  ሺ1  ܾሻܥ. 
Since ܽ ൌ ∏ ߚ

ିଵ
ୀଵ  and  ܾ ൌ ଵ

∏ ఉೖ

ೖసభ

, then:   

ܥ ൌ ൫∏ ߚ
ିଵ
ୀଵ ൯  ൬1  ଵ

∏ ఉೖ

ೖసభ

൰ ቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  

                               ൌ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  1 െ ଵ

ఉ
.  

Remember that the parameters of remaining  ሺ݉ െ ݈ሻ with indices in ܺ\ܻ, are set as: 
ܽ ൌ ߱Ԣ ∏   ߚ

ୀାଵ  and  ܾ ൌ ߚ െ 1   ሺ݅ ൌ ݈  1, … , ݉ሻ where ߱Ԣାଵ ൌ 1 െ ଵ
ఉశభ

 and 

߱Ԣ ൌ ଵ
ఉషభ

െ ଵ
ఉ

  ;   ݅ ൌ ݈  2, … , ݉.  
then 
ܥ     ൌ  ∑ ܽ ∏ ሺ1  ܾሻ

ୀାଵ

ୀାଵ  ܥ ∏ ሺ1  ܾሻ

ୀାଵ   
ൌ ∑ ߱Ԣ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯

ୀାଵ  ቂ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  1 െ ଵ

ఉ
ቃ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯  

        ൌ ൫∏ ߚ

ୀାଵ ൯ ∑ ߱Ԣ

ୀାଵ  ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯1 െ ଵ

ఉ
൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯  

Recognizing that ∑ ߱Ԣ
ୀଵ ൌ 1 െ ଵ

ఉ
, hence:   

 
ܥ ൌ  ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯  ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯.  �  

   
Using the results established in preliminary 2, the next preliminary gives the 

expression of the total completion time for the constructed schedule.   

405



 
 

Preliminary 3. The total completion time for the constructed schedule is given as: 
∑ ܥ ൌ 2൫∏ ߚ


ୀଵ ൯  ሺ∏ ߚ


ୀାଵ ሻ െ 1 െ ଵ

ఉ
 ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ቃ ∑ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯

ୀାଵ .  

Proof:  
The sum of completion times for constructed schedule can be expressed as follows:   

∑ ܥ ൌ ∑ ܥ  ܥ  ∑ ܥ

ୀାଵ


ୀଵ . 

Applying preliminary 2, we thus obtain: 
∑ ܥ ൌ
∑ ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ 

ୀଵ  ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  1 െ ଵ

ఉ
 ∑ ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯ 

ୀାଵ

ቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ ൫∏ ߚ

ୀାଵ ൯  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ቃ.  

Since ∑ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯ ቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ ൌ  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ െ 1  

ୀଵ and ∑ ቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ ൫∏ ߚ

ୀାଵ ൯

ୀାଵ ൌ
ሺ∏ ߚ


ୀାଵ ሻ െ 1, it follows:  

∑ ܥ ൌ ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯ െ 1  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯  1 െ ଵ

ఉ
  ሺ∏ ߚ


ୀାଵ ሻ െ 1  ∑ ቂቀ1 െ

ୀାଵ
ଵ
ఉ

ቁ ൫∏ ߚ

ୀାଵ ൯  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ቃ  

That is : 
∑ ܥ ൌ
2൫∏ ߚ


ୀଵ ൯  ሺ∏ ߚ


ୀାଵ ሻ െ 1 െ ଵ

ఉ
 ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ  ൫∏ ߚ


ୀଵ ൯ቃ ∑ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯

ୀାଵ . � 
 
Now we shall show that answering SP is equivalent to answering SDC.                    

Before we can do so, we show that the following two statements hold: 

Lemma 1. If the given instance of  SP  has a  solution then the constructed instance of  
SDC also has one. 

Proof: 
Let a subset Y such that ∏ אߚ ൌ ∏ \אߚ ൌ ඥ∏ אߚ ൌ   .ܤ
The schedule SDC is defined as follows: first we execute the jobs with indices in the 
subset Y in the non-decreasing order of ܾ, then the extra job, and then the remaining 
jobs in the non-decreasing order of ܾ as well, i.e., jobs with indices in the set ܺ\ܻ.  
The sum of completion times has then the following value:  

∑ ܥ ൌ 2൫∏ ߚ

ୀଵ ൯  ሺ∏ ߚ


ୀାଵ ሻ െ 1 െ ଵ

ఉ


ቂቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ  ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯ቃ ∑ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯

ୀାଵ   

ൌ ܤ3 െ 1 െ ଵ
ఉ

 ቂቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ  ቃܤ  ,ߣ

where ߣ ൌ ∑ ൫∏ ߚ

ୀାଵ ൯

ୀାଵ . 
It follows that:   

∑ ܥ ൌ ሺ3  ܤሻߣ  ቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ ߣ െ 1 െ ଵ
ఉ

. 
                                              ൌ  .ݕ
Therefore, for the schedule considered we have  ∑ ܥ    .as required  ,ݕ

406



 
 

It has been shown that the sum of completion times for SDC is not greater than ݕ. 
Thus, we proved that if SP has a solution SDC also has one. � 

Lemma 2. If the given instance of  SP has no solution then the constructed instance 
of  SDC has no solution either. 

Proof: 
If the instance of SP has no solution then the product of elements in both subsets Y 
and ܺ\ܻ is no equal. 
Then in view of the condition ∏ אߚ  ∏ \אߚ  made in the construction of SDC, 
we get: 

∏ אߚ  ∏ \אߚ  . 
Let ߙ denote the product  ∏ אߚ , it follows that: 

ߙ   ,ܤ
and then: 

∏ ߚ ൌ మ

ఈא\ . 

Notice that ߙ and  
మ

ఈ
 are positive integers. 

We shall show now that, the sum of completion times is greater than y, i.e., ∑ ܥ   .ݕ
We have from preliminary 3: 
∑ ܥ ൌ 2൫∏ ߚ


ୀଵ ൯  ሺ∏ ߚ


ୀାଵ ሻ െ 1 െ ଵ

ఉ


ቂቀ1 െ ଵ
ఉ

ቁ  ൫∏ ߚ

ୀଵ ൯ቃ ∑ ൫∏ ߚ


ୀାଵ ൯

ୀାଵ ,  
then:  
∑ ܥ ൌ ߙ2  మ

ఈ
െ 1 െ ଵ

ఉ
 ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ  ቃߙ ߣ  3ܤ െ 1 െ ଵ

ఉ
 ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ  ቃܤ ߣ ൌ   ,ݕ

where ߣ ൌ ∑ ൫∏ ߚ

ୀାଵ ൯

ୀାଵ . 
The last inequality is true, since the function ݂ሺݔሻ ൌ ሺ2  ݔሻߣ  ଵ

௫
െ ሺ3   ሻ isߣ

strictly positive  over the interval ሿ1  ;  ∞ሾ: 
Indeed, the inequality:   

ߙ2  మ

ఈ
െ 1 െ ଵ

ఉ
 ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ  ቃߙ ߣ  3ܤ െ 1 െ ଵ

ఉ
 ቂቀ1 െ ଵ

ఉ
ቁ  ቃܤ  ߣ

can be written as: 
ሺ2  ሻߣ ఈ


 

ఈ
െ ሺ3  ሻߣ  0. 

With a change of variable ݔ ൌ ఈ

  (where ߙ   we obtain the expression and the ,(ܤ

domain of definition of the above function. 
Thus, it has been shown, that if there is no solution for SP, then there is not one for 
SDC either. � 
 

Lemmas 1 and 2 immediately lead to the following theorem:   

Theorem.  The problem 1|ሺ ܵሻ ൌ ܽ  ܾ ܵ| ∑     is  NP-complete in the ordinaryܥ
sense. 
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Conclusion 

The NP-completeness of the single machine scheduling problem with deteriorating 
jobs for sum of completion times minimization has been shown NP-Complete in the 
ordinary sense. In this problem, the processing time of a job is a non-decreasing linear 
function dependent on the starting time of the job processing. For further research, it 
is suggested to investigate the model  1|ሺ ܵሻ ൌ 1  ܾ ܵ| ∑   and for the sameܥ
objective, the non-increasing linear function model . 
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Abstract. In this study we consider the problem of scheduling a set
of independent and preemptive jobs on identical parallel machines. We
consider the case where one preempted job is processed on two different
machines, after preemption the job is transported from one machine to
another, the transportation of this job is performed by a conveyor and
takes a time called transportation delay. The aim is to find a solution
that satisfies all the constraints and minimize the total completion time
(makespan). Some results concerning the complexity of this problem are
given, also we propose a metaheuristic and heuristics to solve the prob-
lem. Experimental tests are performed to evaluate our algorithms.

Keywords: Scheduling, parallel machines, transportation delays, pre-
emption, Ant Colony Optimization.

1 Introduction

The parallel machines scheduling problem is one of the most known problems
in scheduling theory. It consists to assign jobs to the machines in order to op-
timize one or more objectives under several constraints. In this study, we con-
sider the problem of scheduling a set of n independent and preemptive jobs
J = {J1, J2, . . . , Jj , . . . , Jn} on a set of m identical parallel machines M =
{M1,M2, . . . ,Mi, . . . ,Mm}. If a job Jj processed on a machine Mi is preempted
to complete its processing on another machine Mi′ , then the transportation time
required is delayii′ . The transportation of the preempted jobs is performed by
conveyor system. This handling system performs transportation between two
machines Mi and Mi′ . We assume that the conveyor is available at any moment
and there are not constraints on its capacity. The aim is to find a solution that
⋆ Corresponding author.
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satisfies all the constraints and minimize the total completion time called the
makespan denoted by Cmax.

The scheduling on parallel machines is largely studied. The classical prob-
lem Pm||Cmax, is ordinary NP-hard and P ||Cmax is strongly NP-hard. Mc
Naughton [5] has studied the problem P |pmtn|Cmax when the preemption of
jobs is allowed. He has considered various objective functions for independent
jobs. The problem of the makespan minimization is solved in O(n) such that
Cmax = max{ 1

m

∑
pj ,max {pj}} is an optimal value. The algorithm consists to

select the jobs one by one in any order and fill up the machines M1, . . . ,Mm

within the time interval [0, Cmax]. If on a current machine Mi, Cmax is reached
and the job Jj is not yet completed then this job will be preempted and complets
its processing at the beginning of the next machine Mi+1. For the scheduling
problems with setup times (the time needed to prepare the machines or the jobs
before starting processing), a classification has been given by Allahverdi et al.
in [1] and applications have been cited. When the semi-finished jobs are trans-
ported from one machine to another for further processing, the transportation
delays are considered. Several studies have been performed as Lee and Chen
[12] have studied the flow-shop problem. Jansen, Mastrolilli, Soli-Oba [11] have
treated the job-shop scheduling problem. For the case with parallel machines,
Rayward-Smith [13], Fishkin et al. [8], Boudhar and Haned [2] have studied the
problem where preemption and transportation of preempted jobs are considered.

The meaning of the transportation delays in this study is the required time
to transport one preempted job from one machine to another. It has a different
meaning in the case of the problem studied by Giroudeau et al. [3] and [4], where
they consider the problem with a set of precedence constraints and a commu-
nication delay between two different jobs submitted to a precedence constraint
and processed by two different machines.

The considered problem gets closer to the pick up and delivery problem with
time windows PDPTW which is a generalization of the Vehicle Routing Prob-
lem V RP . Over the V RP problem is a generalization of the traveling salesman
problem TSP . Since the TSP is NP-hard [16], the PDPTW is NP-hard too.
Many researches have focused on solving PDP problem. In [15], a classification
of these problems has been given. A state-of-the art has been done by Snezana
Mitrovic-Mini [16].

The rest of this paper is organized as fellow: in the next section, we present
some results concerning the complexity of the scheduling problem defined above.
After that, resolution method are proposed, numerical tests are performed and
comparative analysis between heuristics is given. Finally a conclusion summa-
rizes the main results.

2 Complexity of the scheduling problem

The problem defined previously is denoted by Pm|pmtn(delayii′)|Cmax when
the number of the machines m is fixed and by P |pmtn(delayii′)|Cmax in the
other case. This problem has been studied by Rayward-Smith [13], he shown
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that the problem P |pmtn(delayii′ ≥ 2)|Cmax is NP -hard. Fishkin et al. [8] have
studied the problem P |pmtn(delayii′ = d)|Cmax with identical transportation
delays delayii′ = d, they have given some results concerning the complexity and
have proposed a polynomial time approximation scheme (PTAS). In [2] some
sub-problems are discussed, mathematical model and heuristics are proposed for
the problem P |pmtn(delayii′ = d)|Cmax. Recently in [14], a dynamic program-
ming algorithm and a fully polynomial time approximation scheme have been
proposed for the problem with two and three machines P2|pmtn(delayii′)|Cmax,
P3|pmtn(delayii′)|Cmax respectively.

2.1 The problem Pm|pmtn(delayii′ = d), pj = p|Cmax

Consider the particular case of the problem with fixed transportation delays
(delayii′ = d, ∀i 6= i′) and equal size jobs (pj = p, ∀j): Pm|pmtn(delayii′ =
d), pj = p|Cmax. This problem is solved in O(n) by algorithm A1 proposed in
[14]. The algorithm A1 considers two cases, when the jobs number n is a multiple
of the machines number m, then the schedule is obtained by processing the jobs
one by one without preemption, each machine process n/m jobs. When n is not
a multiple of m, we apply the Mc Naughton’s algorithm by taking into account
the transportation delays.
By adding the conveyor constraint with capacity c ≥ 1, we can give the following
results:
Result 1. The problem Pm|pmtn(delayii′ = d), pj = p|Cmax with a conveyor
of capacity c ≥ 1 is polynomial.
Proof Since the transportation delays are fixed, any path through all machines
has a duration (m − 1)d. The conveyor visits machines to pick up and deliver
one preempted job at a time. So we apply the algorithm A1 with any sequence
of the machines.

2.2 The problem Pm|pmtn(delayii′), pj = p|Cmax

Now, we assume that only the processing times of the jobs are identical. Accord-
ing to Proposition 2 [14], the problem is solved in O(m! × n) by algorithm A1.
In fact, we have m! permutations for storing machines. We have to choose the
best permutation. Some modifications are made to the algorithm A1. Below the
new version of this algorithm.
Algorithm A′1
begin

if n is a multiple of m then
each machine processes n

m jobs. Cmax = n
mp

else if max
i6=i′

{delayii′} ≤ ( n
m − 1)p then

Cmax = n
mp, use the Mc Naughton’s algorithm to find the solution

else if( n
m − 1)p < min

i6=i′
{delayii′} < (⌈ n

m⌉ − 1)p then

use the Mc Naughton’s algorithm and make a shift.
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else Cmax = ⌈ n
m⌉p, the preemption is not interesting.

end if
end if

end if

end.
We also propose the following heuristic H TR which gives the sequence

of machines. The main idea is to look for the best path that starts with the
machine Mi. We obtain m paths of length Di. We choose the one satisfying
Dt = min

1≤i≤m
{Di}. Befor de description of this heuristic, we give some notations:

Let M be the set of machines, |M | = m, S is the set of machines in the path.
We define L the length of the path.
Heuristic H TR
Begin
for i:=1 to m do

initialization S := {}; S := S ∪ {i}; M := M/ {i}; L := 0;
repeat

- find the closest machine to the machine Mi, let Mk be this machine ;
- S := S ∪ {k} ; M := M/ {k};
- L := L + delayik; i := k;

until M = {};
D[i] := L;
endfor;
find min

1≤i≤m
{D[i]};

End.
This heuristic provides the shortest path in O(m2). The machines are token in
the inverse order of the path.

3 Resolution method

In this section, we present the resolution methods to solve the general prob-
lem Pm|pmtn(delayii′)|Cmax with arbitrary transportation delays and arbitrary
processing times. Our strategy has two steps: in the first step we determine the
sequence of machines, in the second step the assignment of jobs to the ma-
chines. The first step can be reduced to the hamiltonian path problem. There
exist several resolution method for this problem, among them metaheuristics. In
the next, we adopt the Ants Colony Optimization (ACO) technique to arrange
the machines. In the second step, Jobs are assigned according to the heuristics
described in the next.
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3.1 Ant colony optimization

The ant colony algorithms are a family of mataheuristics inspired by insect be-
havior. They were introduced by Marco Dorigo and his colleagues in the 90s. The
first algorithm, called Ant System (AS) [17], was designed to solve the traveling
salesman problem TSP . The algorithm’s parameters are: the pheromone trail
matrix Γ . Initially all elements of the matrix Γ are equal to τ0. The maximum
number of iterations NImax can decide whether to continue the implementation
of the algorithm, the numbers of ants. Two positive parameters α and β, their
values determine the relation between pheromone information and heuristic in-
formation. Dorigo et al. conclude that α should be around 1 and β is between 2
and 5 for the tested traveling salesman problem [18]. The pheromone trail decay
coefficient ρ varies in [0, 1].The algorithm has the following steps:

1. Initialize the pheromone trail of all arcs to τ0;
Each ant k puts his starting city (node) in its memory list to store the already
visited nodes. This list is denoted by tabouk

2. Each ant k selects the next city to visit according to a transition probability:

P k
ij =

{
[τij ]

α[ηij ]
β

∑
w /∈tabouk

[τiw]α[ηiw]β
, if j /∈ tabouk;

0 otherwise.
[18]

Recall that τij is the amount of pheromone trail on the arc (i, j) and ηij

is the visibility that is inversely proportional to the distance between two
cities (nodes) i and j, dij . α, β control the issue of the relative intensity of
the pheromone trail and visibility. If the city is chosen, it will be added to
the memory list of the ant k. This list contains, in order, the cities visited
by the ant k.

3. When all ants finish the construction of their tours, they deposit on each arc
(i, j) of the path a quantity of pheromone denoted ∆τij calculated by the for-

mula: ∆τk
ij =

{
1

Lk
, if the arc (i, j) is in the tour of the ant k;

0, otherwise.
Lk is the length of the tour done by the ant k

4. At the end of each iteration, the pheromone trails of the ants are updated by:
τij(t+1) = (1−ρ)τij(t)+

∑m
k=1 ∆τk

ij(t), ρτij(t) is the quantity of pheromone
evaporation.

For our problem we use the ant colony algorithm to find the sequence of ma-
chines, the distance matrix is replaced by the transportation delays matrix. The
algorithm provide us the best path, we deduce the sequence of machines by
taking the inverse order of the path.

3.2 Scheduling heuristics

In the following, we describe the heuristics to assign jobs to the machines. The
first heuristic consists to assign jobs, ordered by Longest Processing Time (LPT)
rule, to one selected machine until the lower bound. If we can not assign entirely
the job Jj , then it will be preempted. We verify if the transportation delay is
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respected, then the job Jj will be split into two parts and processed at the
last position on the machine M ′

i and the first position on the machine Mi.
In the other case, we search a job that can be entirely processed before the
calculated makespan. If this job does not exist,we search another job for which
the transportation delay is respected. In the case where does not exist a job
which satisfies one of the two previous conditions, we have to make a shift. The
following algorithm gives the different steps of this heuristic denoted Ass-job.
Algorithm Ass-job;
Begin

- Arrange the jobs by the LPT rule, the obtained list is denoted NS;

- Calculate the lower bound LB = max

{
max

1≤j≤n
{pj} ; 1

m

n∑
j=1

pj

}
;

- Initialization: the starting time t = 0;
While (NS 6= ∅) do
(1) If(t + pj < LB)then

- process the job Jj on the machine Mi at time t;
- NS := NS − {Jj}; t := t + pj ; j := j + 1;// the next job of the list

(2) Else If(t + pj = LB)then
- process the job Jj on the machine Mi at time t and the next job on

the next machine at t = 0;
- NS := NS − {Jj}; t := 0; j := j + 1; i := i + 1;// the next machine

Else
(3) If (pj + delayii+1 ≤ LB) then

- the job Jj is split in two parts, it is processed at the last position
on the machine Mi−1 for (LB − t) units of time and at the first
position on the machine Mi;
- NS := NS − {Jj};

Else
- find the job Jind such that (t + pind ≤ LB) and go to (1) or (2);
- if this job does not exist, find the job Jind such that (pind +

delayii+1 ≤ LB) and go to (3);
otherwise, the job Jj will be preempted and make a shift to
satisfy the transportation delay.

endwhile

end.
This heuristic provides a solution in O(nlogn) time and it minimizes the number
of preempted jobs.

Example: We consider the problem Pm|pmtn, (delayii′)|Cmax, with n = 10
jobs and m = 5 machines. Processing times and transportation delays are given
in the following tables.
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Table 1. Processing times

Ji J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10

pj 5 6 1 6 5 4 5 6 6 2

Table 2. Transportation delays

M1 M2 M3 M4 M5

M1 0 24 1 29 5

M2 29 0 10 3 14

M3 5 9 0 16 9

M4 17 3 18 0 18

M5 18 21 3 12 0

M5 J2 J3 J10

M1 J4 J5 J6

M3 J6 J8

M2 J9 J1

M4 J1 J7

Time0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 1. Solution given by Ass− job heuristic

The sequence of machines found by the application of the ants algorithm is:
M4

3→ M2
10→ M3

5→ M1
5→ M5. So, the transportation is from the machine M4

to the machine M2 and from machine M2 to the machine M3 and so on. If there
is a preempted job, it starts its processing on machine M4 and finishes at the
last position on machine M2.
The solution given by the heuristic Ass− job is represented by the Gantt chart
of the figure 1. The preempted jobs are J1 and J6, we can see that the job J1

is transported from the machine M4 to the machine M2. The J6 is transported
from the machine M3 to the machine M1.

In the following, we define a new heuristic named H List based on the list
of jobs. The first list, obtained by heuristic Ass− job, has at most (m− 1) pre-
empted jobs where m is the number of machines. The new lists are obtained by
permuting one preempted job of the first list with a no preempted job chosen at
random manner. We obtain at most (m− 1) lists. After that we assign the jobs
of the lists one by one to a selected machine till the lower bound LB. If one job
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is not completed before LB, it will be preempted and transported. At the end
we have at most (m − 1) solutions, we choose the best one. This heuristic has
two procedures, the Permut − list procedure used to create the different lists
and Ass− list procedure used to assign the jobs.

Procedure Permut− list
Begin

Determine the number of the preempted jobs (denoted nb);
For l:=1 to nb do

- Select randomly a no preempted job, let ind be this job;
- Permute the job ind with the lth preempted job;
- Save the new list;

endfor;

End.
Procedure Ass− list
Begin

For l:=1 to nb do
Initialization : t = 0; i = 1; j = 1; Cmax = LB;
For each job i of the list do

If (t + pi < Cmax) then
Assign the job i to the machine j at t;
t := t + pi;

else If (t + pi = Cmax) then
Assign the job i to the machine j at t, the next job will be
assigned to the next machine;
else the job i will be preempted and transported,
endif ;

endif ;
endfor;

endfor;
Choose the best solution;

End.
Another heuristic H2 mod based on the first available machines algorithm

that consists to assign jobs arranged by LPT rule to the first available machine.
The heuristic gives the best solution between the solution given by the heuris-
tic H2V 2 with sequence of machines obtained by the heuristic H TR and the
solution given by the first available machines algorithm.

4 Numerical experiments

To evaluate the proposed heuristics, several instances are randomly generated
according to the uniform law and by using different combinations of jobs and
machines. For each instance the number n of jobs is in {10, 20, 50, 100, 200},
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the number m of machines is in {5, 10, 15, 20}. Processing times of the jobs are
in the interval [1, 30], the transportation delays will be taken in the intervals
[1, 50], [1, 100]. To find the sequence of machines, we apply the ant colony algo-
rithm with the following parameters:

– The initial pheromone trail τ0 = 0.5.
– The maximum number of iterations NImax = 10.
– The numbers of ants equals the number of machines.
– The two parameters α and β are equal to 1, and 5 respectively.
– The pheromone trail decay coefficient ρ is fixed to 0.5.

Our algorithms are coded in Delphi (Version 7.0) and have run them on a Pen-
tium IV 2.0 GHz Personal Computer with 2 Go RAM under professional Win-
dows XP. For each value of m and n, 100 instances are generated. We calculate
the average deviation of the found solutions respect to lower bound, also we
calculate the average execution time (in seconds ). We consider a comparative
analysis between the proposed heuristic Ass− job and heuristic H2V 2 proposed
in [2].

The obtained results are given in the following tables. The first and the
second columns indicate the number of machines and the number of jobs respec-
tively. The third column shows the average execution time of the metaheuristic
combined with the heuristic Ass− job and the fourth column gives the average
deviation from the lower bound. The next columns give the average execution
time and the average deviation of the heuristic H2V 2, H2 mod and H List re-
spectively. In table table 3, we can see the results of instances with delays in
[1, 50] and in table 4 these with delay in [1, 100].

Table 3. Delays in [1, 50]

m n Ass− job H2V 2 H2 mod H List

TAss−job RAss−job% TH2V 2 RH2V 2% TH2 mod RH2 mod% TH List RH List%

5 10 <0.001 17.09 <0.001 34.74 <0.001 6.68 <0.001 3.70
20 <0.001 0.52 <0.001 1.57 <0.001 2.31 0.0011 <0.01
50 0.0015 <0.01 <0.001 <0.01 <0.001 0.22 0.002 <0.01

10 20 0.007 19.53 <0.001 44.06 <0.001 5.5 0.0087 4.09
50 0.008 <0.01 <0.001 <0.01 <0.001 1.51 0.0157 <0.01
100 0.0081 <0.01 <0.001 <0.01 <0.001 0.307 0.0171 <0.01

15 50 0.032 <0.01 <0.001 4.49 <0.001 3.21 0.041 <0.01
100 0.0327 <0.01 <0.001 <0.01 <0.001 0.69 0.047 <0.01
200 0.033 <0.01 0.0013 <0.01 0.0018 0.066 0.062 <0.01

20 50 0.096 1.48 <0.001 21.70 <0.001 5.48 0.11 0.28
100 0.0965 <0.01 <0.001 0.0126 <0.001 1.64 0.012 <0.01
200 0.0966 <0.01 <0.001 <0.01 0.0015 0.27 0.138 <0.01

These tests lead us to the following conclusions:
The execution time of the heuristic Ass − job and H List is greater than the
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Table 4. Delays in [1, 100]

m n Ass− job H2V 2 H2 mod H List

TAss−job RAss−job% TH2V 2 RH2V 2% TH2 mod RH2 mod% TH List RH List%

5 10 0.0012 71.45 <0.001 84.81 <0.001 6.84 0.0015 36.31
20 <0.001 12.54 <0.001 20.49 <0.001 2.58 0.0012 3.17
50 <0.001 <0.01 <0.001 <0.01 <0.001 0.26 0.0067 <0.01

10 20 0.0075 76.97 <0.001 95.50 0.0011 6.97 0.011 33.062
50 0.0102 0.78 <0.001 2.96 0.0012 1.6 0.025 <0.01
100 0.0088 <0.01 <0.001 <0.01 <0.001 0.31 0.037 <0.01

15 50 0.032 21.28 <0.001 35.20 <0.001 3.20 0.0576 1.96
100 0.033 <0.01 0.0015 0.45 0.0021 0.85 0.089 0.0895
200 0.033 <0.01 0.0024 <0.01 0.0023 0.052 0.122 <0.01

20 50 0.098 49.60 0.0014 72.11 <0.001 5.73 0.147 13.59
100 0.098 <0.01 <0.001 3.019 0.00125 1.48 0.178 <0.01
200 0.098 <0.01 0.00157 <0.01 0.0023 0.26 0.208 <0.01

execution time of the heuristic H2V 2 and H2 mod, since the two heuristics
Ass − job and H List use the metaheuristic in their first step. Also we denote
that the execution times is acceptable, it less than 1 second in almost all instances
with delays in [1, 50] and [1, 100]. We can see that the average execution time
increases with the number of machines and jobs.
The average deviation decreases for the large size instances. When the delays are
in [1, 50], for the instances with 10 jobs the average deviation is about 17.09%
and 34.74% for the heuristic Ass− job and H2V 2 respectively. Concerning the
two heuristics H2 mod and H List, their average deviation is better, it about
6.68% and 3.70% respectively. For the instances with 20 and 50 jobs, the average
deviation becomes smaller. This can be explained by the fact that the large
number of jobs increases the gap between parts of the preempted job then the
transportation delays (in [1, 50]) are respected and the solution is near to the
lower bound. This result coincides with the theorem 1 [8].
The worst cases are obtained for the instances with transportation delays in
[1, 100], the solutions are far from the lower bound because the delays are large
and a shift is made in some cases. For these instances, we can see that the
average deviation of the heuristic H2 mod is acceptable comparing with the
other heuristics. It is around 7% for the instances with 5 machines, 10 jobs and
10 machines, 20 jobs. This deviation decreases for the large size instances.

5 Conclusion

In this study, we consider the scheduling problem on parallel machines with
preemption and transportation delays. Our objective is to find a solution sat-
isfying all constraints and minimizes the makespan. We have presented some
related works and some results concerning the complexity of the problem. We
have proposed an ant colony algorithm to find the best sequence of the machines.
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The application of the ant colony algorithm will be more interesting when the
number of machines is very large. Also, another heuristic to find the sequence
of machines has been proposed. To assign jobs, we have developed some heuris-
tics. A numerical experiments have been performed for several instances with
different sizes. The results lead us that the combined metaheuristic and heuristic
produces the good solutions for the large size instances.

For the future work, we can improve the proposed heuristics and propose
another resolution method by using the known exact method to solve the hami-
tonian path problem which gives the best sequence of machines. Also we propose
to study the problem by including another constraints as the release date of jobs
and consider other objective.
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Résumé. Dans cet article nous nous intéressons à l’ordonnancement réactif 
dans les ateliers de production. L’ordonnancement réactif n’est basé sur aucun 

ordonnancement préventif, il s’agit plutôt de faire des allocations des ressources 

aux tâches en temps-réel. Lorsqu'une ressource se libère, une tache parmi les 

taches qui se trouvent dans sa file d'attente est choisie pour être exécutée, ce 
choix se fait selon des règles de priorité. Il s’agit alors des approches souvent 

basées sur l’intelligence artificielle pour développer une politique d’action à 

chaque fois qu’un problème d’allocation se pose. Ce papier présente notre  

contribution qui concerne la modélisation booléenne du processus 
d’ordonnancement réactif. Le but, après une modélisation booléenne, est 

double: d’une part proposer une méthode cellulaire  d’extraction des règles de 

priorité  guidée par fouille de données, et, d’autre part réduire la complexité de 

stockage, ainsi que le temps de calcul. Seule la modélisation booléenne de 
l’ordonnancement réactif est décrite dans ce papier. 

 

Mots-clés: système de pilotage, système de production, ordonnancement réac-

tif, apprentissage automatique, machine cellulaire, modélisation booléenne. 

 

1 Introduction 

Les  tendances actuelles dans le domaine de la production industrielle indiquent que 

l’un des rôles les plus importants du pilotage des systèmes de production consiste à 

réagir efficacement aux perturbations afin de maintenir les objectifs de performance 

assignés. Les perturbations sont des événements dont l'occurrence n'est pas planifiée, 

et sont susceptibles de gêner le déroulement d'opérations de production et dans cer-

tains cas, de remettre en cause l'objectif même de production [03]. Ces perturbations 

peuvent être internes survenant dans l’atelier (pannes de ressources, absence de per-

sonnel, etc.) ou externes provenant de son environnement (retard 

d’approvisionnement, arrivée imprévue d’un ordre de fabrication, etc.). 
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      L’ordonnancement est un problème d’optimisation d’un certain objectif, tel que la 

durée totale de production en allouant des ressources aux tâches. Lorsque cet ordon-

nancement doit prendre en considération des événements incertains pour proposer des 

solutions, on fait alors face à un ordonnancement dynamique. L’ordonnancement 

dynamique est constitué principalement de trois types: l’ordonnancement proactif, 

l’ordonnancement réactif et l’ordonnancement hybride [01]. Dans cet article nous 

nous intéressons à l’ordonnancement réactif. L’ordonnancement réactif n’est basé sur 

aucun ordonnancement préventif, il s’agit plutôt de faire des allocations des res-

sources aux tâches en temps-réel. Ce papier est composé de 07 parties, la première est 

dédiée à une introduction la deuxième à une définition de  l’ordonnancement,  La 

partie suivante présente un état de l’art sur les travaux réalisés dans le domaine 

d’ordonnancement réactif,  ensuite une partie qui expose la méthode de [50][51] pour 

la génération des règles d’ordonnancement par fouille de données, la sixième partie 

présente notre modélisation adoptée pour résoudre ce type de problème, enfin, la 

dernière partie donne une  conclusion et quelques perspectives. 

2 Définition de l’Ordonnancement  

Le problème d’ordonnancement consiste à organiser dans le temps la réalisation de 

tâches, compte tenu de contraintes temporelles et des contraintes portant sur 

l’utilisation et la disponibilité des ressources requises [18]. D’après la définition de 

l’ordonnancement citée ci-dessus, nous en déduisons qu’un ordonnancement  est 

constitué principalement de quatre éléments suivants : Les tâches, les ressources, les 

contraintes et les objectifs ou les critères d’optimisation.  Notions que nous définis-

sons dans ce qui suit : 

2.1 Les tâches [19]  

Une tâche est une entité élémentaire de travail localisée dans le temps par une date de 

début  et une date de fin, dont la réalisation est caractérisée par une durée et par l'in-

tensité avec laquelle elle consomme certains moyens  k, ou ressources [54], [21]. 

2.2 Les ressources [19]  

Une ressource k est un moyen technique ou humain requis pour la réalisation d'une 

tâche et disponible en quantité limitée, sa capacité est supposée constante. Une res-

source peut être renouvelable, c'est à dire qu'elle peut être utilisée et qu'une fois la 

tâche terminée, elle est à nouveau disponible. Mais elle peut aussi ne pas l'être, on 

parle alors de ressource consommable. Si une ressource ne peut exécuter qu'une seule 

tâche à la fois elle est dite disjonctive (ou non partageable). Dans le cas où une res-

source pourrait être utilisée dans le traitement de plusieurs tâches simultanément, 

comme dans le cas où plusieurs ressources sont utilisées pour la même tâche, on parle 

de ressource cumulative (ou partageable). 
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2.3 Les Contraintes  

Les contraintes expriment des restrictions sur les valeurs que peuvent prendre cer-

taines variables [19], [07]. On distingue deux types de contraintes, les contraintes 

temporelles et les contraintes de ressources: 

1. Les contraintes temporelles intégrant; 

(a) les contraintes de temps alloué, issues généralement d’impératifs de gestion et 

relatives aux dates limites des tâches (délais de livraison, disponibilité des ap-

provisionnements) ou à la durée totale d’un projet, 

(b) les contraintes d’antériorité qui décrivent le positionnement relatif de certaines 

tâches par rapport à d’autres, 

2. Les contraintes de ressources, traduisent la disponibilité des ressources et le 

fait qu’elles soient en quantité limitée.  

2.4 Les Objectifs  

Lors de la résolution d’un problème d’ordonnancement, on vise à optimiser un certain 

critère, à le minimiser ou le maximiser, exemple minimiser les délais d’attente, 

maximiser la rentabilité des ressources [17]. 

Dans ce qui suit, nous donnerons  un aperçu sur les différentes typologies 

d’ordonnancement des systèmes de production, en nous intéressant plus particulière-

ment à l’ordonnancement réactif. Un état de l’art sur des travaux qui sont intéressés à 

l’ordonnancement réactif sera présenté dans la quatrième section.  

3 Différentes approches d’ordonnancement 

Selon la littérature, il existe deux types d’ordonnancement : ordonnancement prévi-

sionnel (hors- ligne) et celui dynamique (en- ligne)( pour plus de details consulter 

Aissani 2010) : 

3.1 Ordonnancement prévisionnel 

Un ordonnancement hors-ligne «off-line» est effectué avant le lancement du système. 

Ceci implique que tous les paramètres des tâches soient connus a priori, et notamment 

les dates d’activation. Cet ordonnancement permet une meilleure prédiction de la 

satisfaction ou non des contraintes temporelles. De même, la puissance de calcul 

disponible hors-ligne permet de calculer un ordonnancement optimal. 

3.2 Ordonnancement Dynamique 

Un ordonnancement dynamique « on-line » permet de résoudre le problème 

d’allocation au fur et à mesure que le système de production est opérationnel. 

L’ordonnancement dynamique prend en considération les événements imprévus, les 

données incertaines et l’incomplétude de l’information. Une  classification 

d’ordonnancement dynamique  a été  proposée dans [15], et reprise dans [07], [01] et 

[32], elle constitue une référence souvent utilisée dans le domaine de l'ordonnance-
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ment. Cette classification distingue trois types d'approches : les approches proactives, 

les approches réactives et les approches hybrides [31]. 

L’approche réactive ou autrement dis l’ordonnancement réactif produit un en-

semble de décisions, en réaction à des événements incertains [32]. L’avantage de cette 

réaction est la flexibilité, et l’adaptabilité à l’environnement que procure le calcul en 

ligne. Par contre, ce calcul devant être exécuté par le système en temps réel, doit être 

le plus simple et le plus rapide possible, ce qui permet notre modélisation booléenne 

en proposant une approche de résolution qui soit réactive et adaptative aux évène-

ments internes et/ou externes du système. L’ordonnancement réactif  ainsi qu’un état 

de l’art sur les travaux réalisés dans ce domaine, sera présenté de manière plus détail-

lée  dans la section suivante. 

4 Ordonnancement réactif: état de l’art 

La problématique de l’ordonnancement réactif n’a attiré que récemment l’attention 

des chercheurs. Dans un ordonnancement réactif, il est plutôt question d’établir une 

politique d’allocation [41]. Le principe est que lorsqu’une machine devient disponible 

et qu’il existe plusieurs opérations en attente d’exécution sur cette machine, on doit 

choisir l’opération à effectuer selon une règle dite de priorité [34]. Parmi les règles de 

priorités  les plus citées dans la littérature : FIFO
1
, SPT

2
, LPT

3
, etc.  

Les règles de priorités ont fait l’objet d’un grand nombre de travaux 

d’ordonnancement réactif  parce qu’elles sont relativement simples à mettre en œuvre. 

Les techniques de choix des règles de priorité sont présentées dans les sous sections 

suivantes inspirées de [01] : 

4.1 Règles de priorité et Simulation 

Dans le premier cas, l'idée consiste à simuler l’application d’un ensemble de règles au 

moment d'une prise de décision, en se projetant éventuellement sur le futur proche, 

puis de sélectionner celle fournissant la meilleure performance, comme les travaux de 

[26] ,[25],[27] et récemment les travaux de [40], [12] et [30]. Mirdamadi, lui aussi a 

proposé l'utilisation d’un outil de simulation enligne pendant la phase d'exploitation 

pour identifier des événements critiques par rapport au planning prévu et l'anticipation 

des perturbations [33]. Dans le même contexte un travail réalisé par [55] ou les règles 

de priorités sont utilisées comme solution pour la gestion de la file d’attente par une 

simulation sur un modèle job shop, une classification a été faite selon différents ob-

jectifs pour déterminer si une règle de priorité peut être très performante sous cer-

taines conditions de fonctionnement et très mauvaise sous d’autres conditions. Une 

autre étude [02] qui permettra de recenser les classements des règles par ordre 

d’efficacité pour les critères les plus capitaux à l’évaluation de la performance d’un 

FMS. 

                                                 
1
 Le premier arrive est le premier servis (First Come First Serve) 

2
 La plus petite  d’abord (Shortest Processing Time) 

3
 La plus longue  d’abord (Longest Processing Time 
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4.2 Sélection des règles de priorités en  utilisant une base de connaissances 

Dans le deuxième cas, des techniques issues de l'Intelligence Artificielle sont utilisées 

[29]. Le but ici est de construire un modèle de connaissances en hors-ligne, c’est-à-

dire dans une phase d’apprentissage qui pourra être utilisé par la suite en enligne dans 

une phase d’exploitation pour déterminer à tout instant la règle de priorité à utiliser. 

Dans [39], Un processus de Cinq phases a été proposé pour  la construction d'un mo-

dèle à base de connaissances: la définition des  paramètres de contrôle,  génération 

des exemples d'apprentissage, et la définition des conditions d’activation des règles. 

Une autre méthode à base de connaissances est présentée dans [11], leur étude est 

basée sur la détermination des paramètres pertinents pour la sélection des règles, en 

utilisant une approche neuronale. 

 

      Toujours dans le domaine d’intelligence artificielle les systèmes experts en parti-

culier sont utilisés pour améliorer les résultats [16]. Le système expert utilise une base 

de connaissances composée de règles d’ordonnancement, obtenues à partir de 

l’expérience accumulée par certains individus clés [52]. Plusieurs projets ont été me-

nés pour développer de tels systèmes : ESPRIT 418 [35], ESPRIT 809 [53] et plu-

sieurs prototypes ont été développés : OPAL/ORIGAN [06], OPIS [48].  On peut 

aussi classer dans cette catégorie les différents travaux dont le rôle du système expert 

est la sélection  automatique des meilleures règles de priorité en fonction des para-

mètres de l'atelier considéré, par exemple dans [08] « ordonnancement job shop », 

[37] « sélection dynamique », [24] « règles floues » ou [49] « sélection dynamique 

par Analytic Hierarchy Process » [44]. 

 

      D’autres auteurs ont proposé de mettre en place les deux types d’apprentissage à 

savoir l’apprentissage déductif [28], comme les systèmes expert basés sur la connais-

sance experte, traduite en règles qui appliquées par un moteur d’inférence permettent  

un raisonnement déductif [23], et l’apprentissage inductif qui extrait la connaissance à 

partir des données simulées [10]. [45] ont proposé une modélisation par un Processus 

Décisionnel Markovien (MDP) au problème d’ordonnancement avec une modélisa-

tion stochastique des incertitudes de l’environnement de production.   

 

4.3 Sélection des règles de priorités en  utilisant des techniques distribuées 

D’autres approches se sont basées sur les systèmes distribués de prise de décision en 

utilisant les systèmes  multi agents, les systèmes bioniques, ou encore les systèmes 

holoniques [37, 39, 43,47, 48]. Ces approches ont essayé de développer des systèmes 

intelligents pour le contrôle réactif  de processus industriels de plus en plus critiqués 

comme insuffisamment flexibles [47]. Dans [43], le système est constitué d'un en-

semble d'agents autonomes dont chacun essaie d'optimiser localement sa fonction 

objective, éventuellement différente dans chaque agent, en répondant aux sollicita-

tions des autres agents. Dans [31], les auteurs proposent un mécanisme d'attracteur 

itératif pour faciliter le processus d'affectation des tâches et manipuler la négociation 

entre agents [29].  
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      Des approches artificielles récentes, dites systèmes immunitaires artificiels, se 

sont inspirées des mécanismes que l’immunité biologique met en œuvre pour réagir 

aux agressions et maintenir un état de bon fonctionnement dans les organismes vi-

vants. Darmoul s’est inspiré de ces  mécanismes  pour la conception d’un système 

d’ordonnancement réactif et adaptatif [14].  

     Des chercheurs ont pensé à hybrider entre différentes approches, les algorithmes 

génétiques à d'autres méthodes, tel que la fouilles de Données, les Règles de Priorité 

[54]. Ainsi que l’ordonnancement réactif  a été hybridé avec celui proactif comme 

était proposé par [13] pour l’amélioration de la production d’une ligne de traitement 

de surface. 

5 Extraction des règles de priorités par fouille de données 

La fouille de données « Data Mining » est l’analyse des observations de larges jeux de 

données dans le but d’identifier des relations non soupçonnées et de résumer la con-

naissance incluse au sein de ces données sous de nouvelles formes à la fois compré-

hensibles et utiles [22] C’est un  domaine émergent  de recherche qui s’appuie sur 

l’apprentissage automatique pour acquérir ces connaissances.  La fouille de données a 

eu un impact  important sur de nombreuses industries en général, en particulier, sa 

fonction dans le domaine d’ordonnancement n’a reçu que récemment l’attention des 

chercheurs. 

L’incomplétude et le nombre immense des données générées par le système de 

production pour la fonction d’ordonnancement,  augmente la complexité et provoque 

une certaine  difficulté de capturer et représenter le tout par un modèle mathématique.  

En effet les connaissances découvertes par fouille de données peuvent être générali-

sées et utilisées dans le futur pour produire des nouveaux scénarios 

d’ordonnancement. 

L’extraction des règles de priorités par fouille de données a montré une grande per-

formance, en connaissant les relations  cachées  dans l’ensemble des attributs du sys-

tème, l’utilisateur  peut concevoir des règles de priorités effectives [50][51].  

Olafsson [50] a montré  comment utiliser la fouille de données pour générer des 

connaissances implicites sous forme de nouvelles règles qui peuvent être utilisées 

pour automatiser l’ordonnancement. Le processus d’apprentissage associé comporte 

deux phases principales: 

1 Phase de préparation des données qui inclue l’agrégation, la  construction et la 

sélection des attributs afin de construire un échantillon d’apprentissage approprié ; 

2 Phase d’induction du modèle par arbre de décision et interprétation. 

 

  Exemple numérique: 

 

Pour illustrer l’approche proposée dans [50], un exemple composé de cinq jobs notés 

j1,j2, j3, j4 et j5 sont traités sur une seule machine, chaque job a une date de sortie dési-

gnée par un temps  d’achèvement  rj, un temps de début sj,  une durée d’exécution pj 

et une date de fin d’exécution cj  . Au départ  il est supposé que  rien n’est connu sur 

la façon d’ordonnancer ces jobs mais il est souhaité de concevoir un système automa-
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tique  qui ordonnance des nouveaux  jobs  selon la même logique. Le but est 

l’induction de quelques règles qui peuvent être utilisées pour ordonnancer les jobs. 

La règle utilisée pour la transformation des données  en un exemple est LPT, c’est à 

dire le job qui s’exécute en premier est celui qui est libéré et qui a la plus longue du-

rée. Mais cette règle est supposée inconnue. La table 1 présente l’échantillon 

d’apprentissages construite. 

 
Table 1. Échantillon  d’apprentissage. 
 

Job 1 P1 r1 Job 1 P2 r2 Classe 

J1 15 10 J2 5 30 Oui 

J1 15 10 J3 20 18 Oui 

J1 15 10 J4 7 0 Oui 

J1 15 10 J5 17 0 Non 

J2 5 30 J3 20 18 Non 

J2 5 30 J4 7 0 Non 

J2 5 30 J5 17 0 Non 

J3 20 18 J4 7 0 Oui 

J3 20 18 J5 17 0 Non 

J4 7 0 J5 17 0 Non 

 

Le variable endogène « attribut classe » peut prendre deux valeurs possibles: « oui » 

qui indique que le job jj s’exécute en premier et « non » pour le contraire. Les valeurs 

rj,pj   et encore un autre attribut est ajouté pour améliorer la performance des règles 

extraites, noté pd qui représente la différence entre les durées d’exécution des deux 

jobs comparés. pj 

Sur cet ensemble d’apprentissage un algorithme C4.5 de Quinlan1993 est utilisé 

pour générer un arbre de décision présenté dans la Figure 1. Un nœud feuille qui se 

termine par “oui”  indique que le job associé doit s’exécuter en premier, l’arbre de 

décision ou les règles de décision correspondantes peuvent être utilisées directement 

pour ordonnancer n’importe quels deux nouveaux jobs. Un exemple de règle déduite à 

partir de cet arbre est: 

Si un job1 s’achève et il est plus long qu’un autre job 2 alors le job1 doit être  

exécuté en premier. 

L’exemple  présenté dans cette section fournit un aperçu important sur l’application 

directe de la fouille de données  pour découvrir  des nouvelles règles de priorité. No-

tons que l’avantage de cette approche est la prise des décisions intelligentes en se 

basant sur ce modèle, qui est à la fois significatif, et explicatif.  
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Fig. 1. Arbre de décision pour l’ordonnancement illustré par la table 1.  

 

    Cet  exemple illustre la démarche suivie par Olafsson pour ordonnancer deux jobs 

avec un peu de paramètres « attributs ».  En effet,  l’inconvénient majeur de cette 

approche  est qu’elle n’est applicable que sur des simples échantillons, et il est souhai-

té  d’améliorer ses performances pour des cas plus complexes telles que les ateliers 

flow shop ou job shop, qui nécessite un temps de calcul élevé, et pour remédier à cela 

nous proposons une modélisation booléenne qui permettra l’extension de cette ap-

proche, La modélisation booléenne est basée sur la machine cellulaire CASI qui sera 

présenté dans la section suivante.    

6 Modélisation Booléenne 

6.1 La machine cellulaire CASI [04] 

CASI (Induction Symbolique par Automate Cellulaire) est un automate cellulaire qui 

simule le fonctionnement du cycle de base d’un moteur d’inférence en utilisant deux 

couches finies d’automates finis. La première couche, CELFACT, pour la base des 

faits et, la deuxième couche, CELRULE, pour la base de règles [04, 05]. Chaque 

cellule à l’instant t+1 ne dépend que de l’état des ses voisines et du sien à l’instant  t. 

Dans chaque couche, le contenu d’une cellule détermine si et comment elle participe à 

chaque étape d’inférence : à chaque étape, une cellule peut être active (1) ou passive 

(0), c’est-à-dire participe ou non à l’inférence. 

[04, 05, 09] ont supposé qu’il y a l cellules dans la couche CELFACT, et r cellules 

dans la couche CELRULE. Toute cellule i de la première couche CELFACT est con-

sidérée comme fait établi si sa valeur est 1, sinon, elle est considérée comme fait à 

établir. Toute cellule j de la deuxième couche CELRULE est considérée comme une 

règle candidate si sa valeur est 1, sinon, elle est considérée comme une règle qui ne 

doit pas participer à l’inférence. 

Les états des cellules se composent de trois parties : EF, IF et SF, respectivement 

ER, IR et SR, sont l’entrée, l’état interne et la sortie d’une cellule de CELFACT, 

respectivement d’une cellule de CELRULE. L’état interne, IF d’une cellule de 

CELFACT indique le rôle du fait : dans le cas d’un graphe d’induction IF = 0 corres-
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R1 :Si {s0} Alors {Job1L=yes, s1} 

R2: Si {s1} Alors {Job1RF=yes, s2} 

R3: Si {s1} Alors {Job1RF=No, s3} 
R4: Si {s3} Alors {ProcessingTD < 5, s4} 

R5: Si {s3} Alors {ProcessingTD > 5, s5} 

Base de connaissances 

pond à un fait du type sommet (si), IF = 1 correspond à un fait du type attribut=valeur 

(x1= valeur) Pour une cellule de CELRULE, l’état interne IR peut être utilisé comme 

coefficient de probabilité que nous n’aborderons pas dans cet article [03]. Pour notre 

contribution nous nous proposons une modélisation booléenne de la méthode de [50] 

par la machine cellulaire CASI «  Cellular Automata for Symbolic Induction » [04].  

6.2 Exemple d’illustration de l’induction des règles booléennes inductives 

Pour illustrer l’architecture et le principe de fonctionnement de CASI, nous considé-

rons l’arbre présenté par la figure 1, à partir des partitions s0, s1, s2, s3, s4 et s5,  nous 

déduisons  des  règles  sous la forme :   Ri : Si Prémisse i Alors Conclusion i 

Après une   représentation cellulaire de ces règles: 

       -- Les items de prémisse  i  et Conclusion  i vont constituer les faits : FAITS 

       -- Les R i vont constituer les règles : REGLES 

     La figure 2 montre comment la base de connaissance extraite à partir de cet arbre, 

cette base est représentée par les couches CELFACT et CELRULE. Initialement, 

toutes les entrées des cellules dans la couche CELFACT sont passives (EF = 0), ex-

ceptée celles qui représentent la base des faits initiale (EF(1) = 1). 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     
Fig. 2. Modélisation Booléenne de la base de connaissances.  

 

Configuration initiale de l’automate cellulaire 

Règles  ER IR SR 

  0 1 1 

  0 1 1 

  0 1 1 

R4  0 1 1 

R5  0 1 1 

     

     

     

  CELRULE 

 

Faits EF IF SF 

s0 1 0 0 

Job1L=yes 0 1 0 

s1 0 0 0 

Job1RF=yes 0 1 0 

s2 0 0 0 

Job1RF= No 0 1 0 

s3 0 0 0 

processTD< 5 0 1 0 

s4 0 0 0 

ProcessTD> 5 0 1 0 

s5 0 0 0 

 
CELFACT 
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Le voisinage est introduit par la notion de matrice d’incidence. Dans la figure 3 sont 

respectivement représentées les matrices d’incidence d’entrée RE et de sortie RS de 

l’automate cellulaire. La relation d’entrée, notée iREj , est formulée comme suit :  

,,...,1 li   ,,...,1 rj  si (le Fait i Є à la Prémisse de la règle j ) alors RE(i,j)←1 . De même 

la relation de sortie, notée iRSj , est formulée comme suit : ,,...,1 li  ,,...,1 rj  si (le Fait i 

Є à la Conclusion de la règle j ) alors RS(i,j)←1. 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

Fig. 3. Les matrices d’incidences d’entrée RE et de Sortie RS pour la BC de la figure 2. 

 

La dynamique du moteur d’inférence CIE de la machine cellulaire utilise deux 

fonctions de transitions Fact  et Rule  , où  Fact  correspond à la phase d’évaluation, 

de sélection et de filtrage, et Rule  correspond à la phase d’exécution. 

La fonction de transition Fact :  

     ),,(),,,,,( SRIR,IFEFSRIRERSFIFEF  EF),(REREF,
T
E  

δfact  

La fonction de transition Rule :  

)(),,,,,( ER,ER),(RS IRER,SF,IF,SRIRERSFIFEF   EFru l e
δ  

Où la matrice T
E

R  désigne la transposé de la matrice ER . 

Le moteur d’inférence exploite la base de connaissances et les couches  

CELFACT et CELRULE  pour établir un fait  en chaînage avant, Le cycle est répété 

jusqu’à ce que le fait soit ajouté à la base des faits, ou s’arrête lorsqu’aucune règle 

n’est applicable.   

7 Conclusion 

Notre étude se voulait être assez novatrice, dans la mesure où nous avons été incités à 

utiliser des techniques prouvées de la machine cellulaire CASI [04, 05, 09] combinées 

à une fouille de données [50]. De ce fait deux motivations concurrentes nous ont 

amenés à adopté le principe de la modélisation booléenne, pour la génération, la re-

présentation, l’optimisation et l’utilisation des règles de priorités. En effet, nous avons 

 
R1 R2 R3 R4 R5 

s0 1 0 0 0 0 

Job1L=yes 0 0 0 0 0 

s1 0 1 1 0 0 

Job1RF=yes 0 0 0 0 0 

s2 0 0 0 0 0 

Job1RF= No 0 0 0 0 0 

s3 0 0 0 1 1 

processTD< 5 0 0 0 0 0 

s4 0 0 0 0 0 

ProcessTD> 5 0 0 0 0 0 

s5 0 0 0 0 0 

Matrice de Sortie  Rs 

 

 
R1 R2 R3 R4 R5 

s0 0 0 0 0 0 

Job1L=yes 1 0 0 0 0 

s1 1 0 0 0 0 

Job1RF=yes 0 1 0 0 0 

s2 0 1 0 0 0 

Job1RF= No 0 0 1 0 0 

s3 0 0 1 0 0 

processTD< 5 0 0 0 1 0 

s4 0 0 0 1 0 

ProcessTD> 5 0 0 0 0 1 

s5 0 0 0 0 1 

Matrice d’Entrée Re 
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non seulement souhaité avoir une base de règles optimale, qui nécessite des temps de 

traitements assez réduits, mais aussi, nous avons également souhaité améliorer cette 

base, mais aussi l’ordonnancement réactif. 
Les avantages de cette méthode basée sur l’automate cellulaire peuvent être réca-

pitulés comme suit : 

- L’acquisition de l’information ainsi que son contrôle sont simples, sous 

forme de matrices binaires exigeant un prétraitement minimal. ; 

- La facilité de l’implémentation des fonctions de transition Fact   et  Rule  qui 

sont de basse complexité, efficaces et robustes pour des valeurs extrêmes et 

bien adapté aux situations avec beaucoup d’attributs ; 

- Les matrices d’incidences, RE et RS, facilitent la transformation de règles 

dans des expressions équivalentes booléennes, qui nous permet d’utiliser 

l’algèbre de Boole élémentaire pour examiner d’autres simplifications. 
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Abstract. This paper considers the problem of scheduling n jobs on a
single machine. A fixed processing time and an execution interval are
associated with each job. Preemption is not allowed. On the basis of an-
alytical and numerical dominance conditions, original integer linear pro-
gramming formulations are proposed, considering the feasibility problem,
the minimization of the maximum lateness problem (1|ri|Lmax) and the
minimization of the number of late jobs problem (1|rj |

P
Uj).

1 Introduction

A single machine scheduling problem (SMSP) consists of a set V of n jobs to
be sequenced on a single disjunctive resource. The interval [rj , dj ] defines the
execution window of each job j, where rj is the release date of j and dj , its
due-date. The processing time pj of j is known and preemption is not allowed.
A job sequence σ is said feasible if, for any job j ∈ V , sj ≥ rj and sj + pj ≤ dj ,
sj being the earliest starting time of Job j in σ.

Seeking whether it exists a feasible sequence (i.e., all jobs meet their due
dates) is NP-complete [10] and consequently, finding a sequence that minimizes
the maximum lateness (problem refers to as 1|ri|Lmax) is NP-hard. For this
problem, the well-known branch-and-bound procedure of Carlier [6] can be used
for solving problems having more than one thousand jobs. Considering the prob-
lem of finding a job sequence that minimizes the number of late jobs, problem
referred to as 1|rj |

∑
Uj in the litterature, where Uj is set to 1 if job j is late,

i.e., Uj ← (sj + pj > dj) is also NP-hard [9]. For this problem, efficient branch-
and-bound procedures are reported in [1, 8, 4] that solve problem instances with
up to 200 jobs. Even if the Carlier’s procedure provides good performance for
the 1|ri|Lmax) problem, and had-hoc methods exists for solving the 1|rj |

∑
Uj

problem, it is still interesting to design other exact approaches that can be used
in a more generic framework such as integer linear programming (ILP).

This paper presents an original ILP formulation for the SMSP that is based
on analytical and numerical dominance conditions. It first presents a dominance
theorem that is the foundation of the work. Then considering the feasibility
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problem, ILP models are progressively issued, starting from particular SMSP
cases up to the general case. In last, we show how to use the original ILP model
for modeling both the 1|ri|Lmax problem and the 1|rj |

∑
Uj problem.

2 A general dominance theorem for the SMSP

In the sequel, some analytical dominance conditions are used for the SMSP.
They have been originally proposed in the early eighties by Erschler et al. [7]
within a theorem. This theorem uses the notions of a top and a pyramid, which
are defined below. It defines a set Sdom of dominant job sequences for the SMSP
with regard to the feasibility problem. Let us recall that a job sequence σ1

dominates another job sequence σ2 if σ2 feasible⇒ σ1 is feasible. By extension,
a set of job sequences Sdom is said dominant if, for any job sequence σ2 /∈ Sdom,
it exists σ1 ∈ Sdom such that σ2 feasible ⇒ σ1 is feasible. When searching a
feasible job sequence, only the set of dominant sequences need to be explored
since, if there does not exist any feasible sequence in the dominant set, then it
can be asserted that the original problem does not admit any feasible solution.
This leads to a significant reduction of the search space.

Definition 1 A job t ∈ V is a top if there does not exist any other job i ∈ V
such that ri > rt ∧ di < dt (i.e., the execution window of a top job does not
strictly include any other execution window).

The top jobs are indexed in ascending order with respect to their release
dates or, in case of a tie, in ascending order with respect to their due dates.
When both their release dates and due dates are equal, they can be indexed in
an arbitrary order. Thus, if ta and tb are two top jobs then a < b if and only if
(rta ≤ rtb) ∧ (dta ≤ dtb). Let m be the total number of top jobs.

Definition 2 A pyramid Pk related to a top job tk is the set of jobs i ∈ V such
that ri < rtk ∧ di > dtk (i.e., the set of jobs for which their execution window
strictly includes the execution window of the top job).

Considering the previous definition, let us observe that a non-top job can
belong to several pyramids. Let u(j) (v(j) respectively) denotes the index of the
first pyramid (the last pyramid resp.) to which Job j can be assigned.

The following theorem, proved in [7], can now be stated.

Theorem 1 The set of sequences in the form σ = α1 ≺ t1 ≺ β1 ≺ · · · ≺ αk ≺
tk ≺ βk ≺ · · · ≺ αm ≺ tm ≺ βm is dominant for finding a feasible sequence,
where:

- tk is the top job of the pyramid Pk, ∀k = 1 . . .m ;
- αk and βk are two job subsequences located at the left and the right of top job
tk respectively, such that, for any k, the jobs of αk are ordered by increasing
release dates and the jobs of βk are ordered by increasing due dates ;

- any non-top job j is assigned to one sequence αk or βk, with u(j) ≤ k ≤ v(j).
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In the previous theorem, it must be pointed out that the numerical values of
the processing times pj as well as those of rj and dj are not used. Only the relative
order of the release and due dates is considered, hence the genericity of the result.
In order to illustrate the theorem, let us consider an instance of seven jobs, so
that the relative order among the release dates rj and the due dates dj of the jobs
is r6 < r1 < r3 < r2 < r4 < d2 < d3 < d4 < (r5 = r7) < d6 < d5 < d1 < d7. This
instance has four top jobs : t1 = 2, t2 = 4, t3 = 5 and t4 = 7, which characterize
four pyramids : P1 = {1, 3, 6}, P2 = {1, 6}, P3 = {1} and P4 = ∅ (in accordance
with the definition, a top job does not belong to the pyramid it characterizes).
According to Theorem 1, whatever the real values of ri and di (provided they
are compatible with the previous interval structure), the dominant sequences
are in the form α1 ≺ 2 ≺ β1 ≺ α2 ≺ 4 ≺ β2 ≺ α3 ≺ 5 ≺ β3 ≺ 7, where jobs
belonging to subsequence αk (βk respectively) are sequenced with respect to the
increasing order of their rj (dj respectively). Thus, 24 dominant sequences (out
of 7! = 5040) are characterized.

3 FINDING A FEASIBLE JOB SEQUENCE

3.1 THE MONO-PYRAMIDAL SMSP

In this section, the focus is on the mono-pyramidal SMSP: it is assumed that the
problem has a single top job t ∈ V (hence a single pyramid Pt). With respect to
Theorem 1, the set Sdom of dominant job sequences is in the form α ≺ t ≺ β,
where jobs belonging to subsequence α are sequenced with respect to the increas-
ing order of their rj , and jobs belonging to β, with respect to the increasing order
of their dj . Hence, 2n sequences need to be explored for checking the feasibility
(instead of (n+1)!). Below, another numerical dominance theorem is stated that
allows to compare the 2n sequences each other. It is based on a necessary and
sufficient condition of feasibility.

As stated in [5] regarding the general SMSP, let us first recall that a job
sequence σ is feasible iff:

pi +
∑

i≺k≺j
pk + pj ≤ dj − ri ,∀(i, j) ∈ σ such that i ≺ j (1)

The previous necessary and sufficient condition of feasibility can be drasti-
cally simplified for the mono-pyramidal SMSP. For matter of notation simplifi-
cation, given a dominant sequence in the form α ≺ t ≺ β, the following notations
are set:

• Ra = ra + pa +
∑
k∈α,a≺k(pk),∀a ∈ α;

• Db = db − pb −
∑
k∈β,k≺b(pk),∀b ∈ β ;

• Rmax = max [rt,maxa∈α(Ra)] ;
• Dmin = min [dt,minb∈β(Db)].
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Clearly, Rmax corresponds to the earliest starting time of Top t, further refers
to as estt. Symmetrically, Dmin corresponds to the latest completion time of Top
t, further refers to as lftt.

Now the following theorem can be stated.

Theorem 2 P being a pyramid of top t, any dominant sequence in the form
α ≺ t ≺ β is admissible if and only if Dmin −Rmax − pt ≥ 0.

The fact that Theorem 2 permits to numerically compare sequences each
other is helpful since it immediately involves the following dominance condition.

Corollary 1 P being a pyramid, job t being its top job, and σ1 and σ2 being
two dominant sequences in the form α1 ≺ t ≺ β1 and α2 ≺ t ≺ β2 respectively, if
Dmin

1 −Rmax
1 ≥ Dmin

2 −Rmax
2 , then σ1 dominates σ2 with regard to the feasibility

problem.

Consequently, the problem of searching a feasible job sequence in a mono-
pyramidal SMSP can be reformulated as an optimization problem where the
objective function is to maximize Dmin−Rmax. An integer linear program (ILP1)
is given below for modeling such a problem.

max z = D −R

s.t.





R ≥ rt (3.1)

D ≤ dt (3.2)

R ≥ ri +
∑
{j∈V \{t}|rj≥ri} pjx

+
j , ∀i ∈ V \ {t} (3.3)

D ≤ di −
∑
{j∈V \{t}|dj≤di} pjx

−
j , ∀i ∈ V \ {t} (3.4)

x−i + x+
i = 1 , ∀i ∈ V \ {t} (3.5)

x−i , x+
i ∈ {0, 1} , ∀i ∈ V \ {t}

D , R ∈ Z

In the above ILP1 formulation, every job j ∈ V \ {t} has to be sequenced
either at the left side (i.e., x+

j = 1 and j ∈ α) or at the right side (i.e., x−j = 1 and
j ∈ β) of Top t, but not both (i.e., x−i +x+

i = 1, constraint 3.5). The constraints
(3.1) and (3.3) define the earliest starting time of the top t while constraints
(3.2) and (3.5) define the latest completion time of the top t. If z = D − R is
maximized, while respecting the constraints, then, from Corollary 1, the obtained
sequence dominates all the others. Moreover, if z∗ ≥ pt then, from Theorem 2,
the sequence is feasible. If z∗ < pt then it can be asserted that it does not exist
any feasible sequence for the considered problem.

3.2 The independent multi-pyramidal SMSP

Before considering the general SMSP, let us focus on the particular SMSP char-
acterized by m top jobs, hence m pyramids, such that any non-top job only
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belongs to a single pyramid (i.e., the pyramids are independent). With respect
to Theorem 1, any dominant job sequence is in the form σ = α1 ≺ t1 ≺ β1 ≺
· · · ≺ αm ≺ tm ≺ βm, where tk is the top job of the pyramid Pk, ∀k = 1 . . .m
and the jobs of αk and βk only belong to pyramid Pk.

Therefore, the problem of finding the most dominant job sequence for the
independent multi-pyramidal SMSP can be decomposed into m interdependent
mono-pyramidal subproblems. For each of them, the most dominant job sequence
αk ≺ tk ≺ βk has to be found. In other words, if Rk refers to as the earliest
starting time of Top tk and Dk to as the latest completion time of Top tk, we
have to maximize Dk −Rk − ptk .

These mono-pyramidal subproblems are interdependent because the sequences
αk ≺ tk ≺ βk should not overlap. This requirement can easily be achieved
by setting, for any job j ∈ Pk, the constraints: rj = max(rj , eftk−1) and
dj = min(dj , lstk+1), where eftk−1 (lstk+1 resp.) refers to as the earliest com-
pletion time of Subsequence βk−1 (the latest starting time of Subsequence αk+1

resp.).

Consequently, the problem of searching a feasible job sequence in a multi-
pyramidal independent SMSP can be formulated by the following ILP (ILP2):

max z = mink=1,...,m(Dk −Rk − ptk)

s.t.





Rk ≥ rtk , ∀k ∈ [1 m] (4.1)

Dk ≤ dtk , ∀k ∈ [1 m] (4.2)

Rk ≥ ri +
∑
{j∈Pk|rj≥ri} pjx

+
j , ∀i ∈ Pk (4.3)

Dk ≤ di − ∑
{j∈Pk|dj≤di} pjx

−
j , ∀i ∈ Pk (4.4)

Rk ≥ Rk−1 +
∑
{j∈Pk−1} pjx

−
j + ptk−1

+
∑
{j∈Pk|rj≥ri} pjx

+
j , ∀k ∈ [2 m] (4.5)

Dk ≤ Dk+1 −
∑
{j∈Pk+1} pjx

+
j − ptk+1

− ∑
{j∈Pk|dj≤di} pjx

−
j , ∀k ∈ [1 (m− 1)] (4.6)

x−i + x+
i = 1 , ∀i ∈ Pk (4.7)

x−i , x+
i ∈ {0, 1} , ∀i ∈ Pk

Dk , Rk ∈ Z , ∀k ∈ [1 m]

By definition:

Rk = max(rtk , eftk−1 +
∑

{j∈αk}
pj ,max

i∈αk
(ri + pi +

∑

{j∈αk|i≺j}
pj)) (2)
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where eftk−1 is the earliest completion time of the job subsequence βk−1. As
the variable Rk−1 corresponds to the earliest starting time of Job tk−1, it comes
that eftk−1 = Rk−1 + ptk−1 +

∑
j∈βk−1

pj . Therefore, the constraints (4.1), (4.3)
and (4.5), according to Equation (2), allow to determine the value of Rk.

Symmetrically, by definition:

Dk = min(dtk , lstk+1 −
∑

{j∈βk}
pj ,min

i∈βk
(di − pi −

∑

{j∈βk|j≺i}
pj)) (3)

where lstk+1 is the latest starting time of the job subsequence αk+1. As the
variable Dk+1 corresponds to the latest finishing time of Job tk+1, it comes that
lstk+1 = Dk+1 − ptk+1 −

∑
j∈αk+1

pj . Therefore, the constraints (4.2), (4.4) and
(4.6), according to Equation (3), give to Dk its value.

In the previous formulation, similarly with ILP1, the binary variable x+
i (x−i

resp.) is set to 1 if Job i, which only belongs to pyramid Pk, is sequenced in
αk (in βk resp.), provided that it cannot be sequenced both in αk and βk (i.e.,
x−i +x+

i = 1). The constraints (4.1)-(4.4) are identical with the constraints (3.1)-
(3.4) of ILP1. The constraints (4.5) and (4.6) impose that the subsequences
αk ≺ tk ≺ βk do not overlap. Under these constraints, one can determine for
each pyramid Pk, the margin Rk−Dk +ptk . Hence, the optimal value z∗ defines
the maximum margin that allows the most feasible sequence. If z∗ ≥ 0 then it
can be asserted that it exists a feasible sequence for the considered problem.

3.3 The general SMSP

Now, the general SMSP is considered. Here, a non-top job j can belong to sev-
eral pyramids, that is the only difference with the multi-pyramidal independent
SMSP. Let us note u(j) (v(j) resp.) the index of the first pyramid (the last pyra-
mid resp.) to which the job j belongs. With respect to Theorem 1, any dominant
sequence is in the form σ = α1 ≺ t1 ≺ β1 ≺ · · · ≺ αm ≺ tm ≺ βm, where tk
is the top job of the pyramid Pk, ∀k = 1 . . .m, and any non-top job j can be
sequenced either in αk or βk, for any k such that u(j) ≤ k ≤ v(j).

It is easy to see, once the assignments of the non-top jobs to their pyramid
done, that the problem turns into a multi-pyramidal independent problem (that
can be solved using the ILP2 formulation). Consequently, a general formulation
can be obtained by simply adding binary variables to the ILP2 formulation, so
that each non-top job can only be assigned to a single pyramid Pk. The following
general formulation (ILP3) is then obtained:
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max z = mink=1,...,m(Dk −Rk − ptk)

s.t.





Rk ≥ rtk , ∀k ∈ [1 m] (5.1)

Dk ≤ dtk , ∀k ∈ [1 m] (5.2)

Rk ≥ ri +
∑
{j∈Pk|rj≥ri} pjx

+
kj , ∀i|k = u(i) (5.3)

Dk ≤ di − ∑
{j∈Pk|dj≤di} pjx

−
kj , ∀i|k = v(i) (5.4)

Rk ≥ Rk−1 +
∑
{j∈Pk−1} pjx

−
(k−1)j + ptk−1

+
∑
{j∈Pk|rj≥ri} pjx

+
kj , ∀k ∈ [2 m] (5.5)

Dk ≤ Dk+1 −
∑
{j∈Pk+1} pjx

+
(k+1)j − ptk+1

− ∑
{j∈Pk|dj≤di} pjx

−
kj , ∀k ∈ [1 (m− 1)] (5.6)

∑v(i)
k=u(i)(x

−
ki) + x+

u(i),i = 1 , ∀i (5.7)

x−ki , x+
u(i),i ∈ {0, 1} , ∀k ∈ [1 m], ∀i ∈ Pk

Dk , Rk ∈ Z , ∀k ∈ [1 m]

In ILP3, similarly with ILP2 with a bit difference, the binary variable x+
u(i),i

is set to 1 if Job i, belonging to Pyramid Pu(i),i is sequenced in αu(i),i and x−ki is
set to 1 if Job i, belonging to Pyramid Pk (i.e. u(i) ≤ k ≤ v(i)), is sequenced in
βk, provided that it cannot be sequenced both on the left and on the right of a
pyramid and it is assigned to one and only one pyramid (i.e., the constraint (5.7)
is satisfied for i). The constraints (5.1)-(5.6) remain unchanged, when compared
to ILP2.

Now let us give few comments concerning the number of constraints and
variables that are involved. There is one constraint of type (5.1) and (5.2) for
each top job. There is one constraint of type (5.3) and (5.4) for each non-top job
and there are (n−m) non-top jobs. There are (m− 1) constraints of type (5.5)
and (m − 1) constraints of type (5.6). There is one constraint of type (5.7) for
each non-top job. Therefore, the total number of constraint is (m+ 3n− 2). The
number of binary variables is ((n −m) +

∑m
k=1(nk)), where nk is the number

of non-top jobs that can be assigned to Pk. There are (2m) integer variables
but we notice that their value can be directly deduced from those of the binary
variables.

4 THE (1|ri|Lmax) PROBLEM

We recall that Theorem 1, dominant regarding the feasibility problem, is also
dominant regarding to the maximum lateness minimization problem [2].
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Theorem 3 The optimal ILP1 solution minimizes the maximum lateness and
L∗max = −z∗.

Considering the 1|ri|Lmax problem, Theorem 3 given in this section and
demonstrated in [3] shows that there is a strict equivalence between the maxi-
mum lateness minimization and the maximum of the objective function z given
in ILP3 ; z expressing the maximal margin that offers the feasible sequence.
The optimal solution that determine the most feasible sequence is then also op-
timal with regard to the maximum lateness minimization. ILP3 constitute an
original integer linear programming formulation for solving the general 1|ri|Lmax.

5 THE 1|rj|
∑
Uj PROBLEM

In this section, the
∑
Uj criterion is considered. Searching optimal solution for

1|rj |
∑
Uj problem amounts to determine a feasible sequence for the largest

selection of jobs E ⊆ V . Let E∗ be this selection. The jobs of E∗ are on time
while others are late. The late jobs can be scheduled after the jobs of E∗ in
any order. So they do not need to be considered when searching a feasible job
sequence for on-time jobs. Consequently, Theorem 1 can be applied only to the
jobs belonging to E∗. There are

∑
k=1...n C

k
n possible different selections of jobs.

Regarding the
∑
Uj criterion, the following corollary is proved.

Corollary 1 The union of all the dominant sequences that Theorem 1 charac-
terizes for each possible selection of jobs is dominant for the

∑
Uj criterion.

As already pointed out, the number of possible job selections is quite large.
Nevertheless, as explained in [11], it is not necessary to enumerate all the possible
job selections to get the dominant sequences. Indeed, they can be characterized
using one or more master-pyramid sequences. The notion of a master-pyramid
sequence is somewhat close to the notion of a master sequence that Dauzères-
Pérès and Sevaux proposed in [8]. It allows to easily verify if a job sequence
belongs to the set of dominant sequences that Theorem 1 characterizes.

For building up a master-pyramid-sequence associated with a job selection
E ⊆ V , the mE tops and pyramids have first to be determined. Then, knowing
that the set of dominant sequences is in the form α1(E) ≺ t1(E) ≺ β1(E) ≺ · · · ≺
αk(E) ≺ tk(E) ≺ βk(E) ≺ · · · ≺ αmE (E) ≺ tmE (E) ≺ βmE (E), it is assumed
that any non-top job j is sequenced both in αk(E) and βk(E) (these subse-
quences being ordered as described in Theorem 1), ∀k such that u(j) ≤ k ≤ v(j).

For illustration, let us consider a problem instance with 7 jobs such that the
relative order among the release and due dates of the jobs is r6 < r1 < r3 <
r2 < r4 < d2 < d3 < d4 < (r5 = r7) < d6 < d5 < d1 < d7. For this example,
the-master-pyramid-sequence associated with the selection E = V is (tops are
in bold):

σ∆(V ) = (6, 1, 3,2, 3, 6, 1, 6, 1,4, 6, 1, 1,5, 1,7)
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Any job sequence of n jobs compatible with σ∆(V ) belongs to the set of
dominant sequences. A sequence s is said compatible with the master-pyramid
sequence σ∆(V ) if the order of the jobs in s does not contradict the possible
orders defined by σ∆(V ), this will be denoted as s b σ∆(V ). Under the hypoth-
esis that all tops are on-time, it is obvious that σ∆(V ) also characterizes the set
of dominant sequences (according to the

∑
Uj criterion) of any job selection E

such that {t1, . . . , tm} ⊆ E. Indeed, the master-pyramid sequence σ∆(E) asso-
ciated with such a selection is necessarily compatible with the master-pyramid
sequence σ∆(V ), i.e., if s is a job sequence such that s b σ∆(E) then s b σ∆(V ).

Nevertheless, σ∆(V ) does not necessarily characterize all the job sequences
being dominant for the

∑
Uj criterion. This assertion can easily be illustrated

considering a problem V with 4 jobs having the total order: rd < rb < rc <
ra < da < db < dc < dd. Job a is the top of the corresponding structure and the
master-pyramid sequence σ∆(V ) is (d, b, c,a, b, c, d). Now, let us imagine that a
is not selected (it is late and its interval can be ignored). In this case, there are
two tops b and c and the master-pyramid sequence σ∆(V \ {a}) is (d,b, d, c, d).
As it can be observed, σ∆(V \ {a}) is not compatible with σ∆(V ) since, in the
former, Job d cannot be sequenced between b and c, while it is possible in the
latter.

This simple example shows that the complete characterization of the set
of dominant sequences requires to enumerate all the non-compatible master-
pyramid sequences, their number being possibly exponential in the worst case.

In this section, we take an interest in finding a feasible job sequence in the
form α1 ≺ t1 ≺ β1 · · · ≺ αm ≺ tm ≺ βm that minimizes the

∑
Uj criterion,

knowing that a non-top j is not necessarily sequenced, that is the major differ-
ence with Section 3. As discussed in Section 5, the sequences in this form are
dominant for the

∑
Uj criterion only under the hypothesis that the top jobs are

scheduled on time. As it does not necessarily exist any optimal sequence satisfy-
ing this assumption, finding an optimal sequence in this desired form only gives
an upper bound to the general 1|rj |

∑
Uj problem.

The MIP formulation of Section 3 can easily be adapted for solving the
previous problem:
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min z =
∑
{j∈V \{t1...tm}}(1− x

+
u(j),j −

∑v(j)
k=u(j)(x

−
jk)) +

∑m
k=1 ytk

s.t.





Rk ≥ rtk , ∀k ∈ [1 m] (6.1)

Rk ≥ ri +
∑
{j∈Pk|rj≥ri} pjx

+
kj , ∀k ∈ [1 m], ∀i ∈ Pk (6.2)

Rk ≥ Rk−1 +
∑
{j∈Pk−1} pjx

−
(k−1)j + ptk−1

+
∑
{j∈Pk} pjx

+
kj , ∀k ∈ [2 m] (6.3)

Dk ≤ dtk , ∀k ∈ [1 m] (6.4)

Dk ≤ di − ∑
{j∈Pk|dj≤di} pjx

−
kj , ∀k ∈ [1 m], ∀i ∈ Pk (6.5)

Dk ≤ Dk+1 −
∑
{j∈Pk+1} pjx

+
(k+1)j − ptk+1

− ∑
{j∈Pk} pjx

−
kj , ∀k ∈ [1 (m− 1)] (6.6)

∑v(i)
k=u(i)(x

−
ki) + x+

ki ≤ 1 , ∀i ∈ Pk (6.7)

Dk −Rk ≥ ptk(1− ytk) , ∀k ∈ [1 m] (6.8)

ytk , x−ki , x+
u(i),i ∈ {0, 1} , ∀k ∈ [1 m], ∀i ∈ Pk

Dk , Rk ∈ Z , ∀k ∈ [1 m]

Let us comment this MIP. First, constraints (6.1)-(6.6) are identical to con-
straints (5.1)-(5.6) since integer variables Rk and Dk are determined in the same
way. Allowing a non-top job to be late is easy by relaxing constraint (5.7), replac-
ing it by constraint (6.7). As the feasibility of the obtained sequence is required,
the constraint Dk−Rk ≥ ptk is set, ∀k = 1, . . . ,m. Nevertheless, we observe that
this constraint is a bit too strong since, when two consecutive tops tk and tk+1

are such that dtk+1−rtk < ptk+1 +ptk , the MIP is unfeasible (i.e., there does not
exist any feasible sequence that keeps both tk and tk+1 on time). For avoiding
this infeasibility, the binary variable ytk is introduced (see constraint (6.8)): ytk
equals 1 if the processing time of tk is ignored, 0 otherwise. Therefore, the

∑
Uj

criterion can easily be expressed using the binary variables ytk , x+
u(i),i and x−ki

since, if ytk = 1, Top tk is late and, if
∑v(j)
k=u(j)(x

−
jk) + x+

u(j)k) = 0, non-top job j
is late.

From now the focus is on a particular SMSP where any pyramid Pk, ∀k =
1, . . . ,m is said perfect, i.e., ∀(i, j) ∈ Pk × Pk, (ri ≥ rj) ⇔ (di ≤ dj), i.e., the
execution intervals of the jobs belonging to Pk are included each inside the other.
By extension, when all the pyramids are perfect, the corresponding SMSP will
be said perfect. For this special case, the following theorem is proved:

Theorem 4 Given a perfect SMSP V , the master-pyramid sequence σ∆(V )
characterizes the complete set of sequences being dominant for the

∑
Uj cri-

terion.

According to Theorem 4, when all the pyramids are perfect, the set of se-
quences in the form α1 ≺ t1 ≺ β1 · · · ≺ αm ≺ tm ≺ βm is dominant for the

∑
Uj

criterion. The problem can be optimally solved by the following MIP:
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min z =
∑
{j∈V \{t1...tm}}(1− x

+
jk −

∑v(j)
k=u(j)(x

−
jk)) +

∑m
k=1 ytk

s.t.





Rk ≥ rtk + ytk
(rnk-rtk) , ∀k ∈ [1 m] (7.1)

Rk ≥ ri + (1-x+
u(i),i)(rnk − ri)

+
∑
{j∈Pk|rj≥ri} pjx

+
kj , ∀k ∈ [1 m],∀i ∈ Pk (7.2)

Rk ≥ Rk−1 +
∑
{j∈Pk−1} pjx

−
(k−1)j + ptk−1

+
∑
{j∈Pk} pjx

+
kj , ∀k ∈ [2 m] (7.3)

Dk ≤ dtk + ytk
(dnk − dtk) , ∀k ∈ [1 m] (7.4)

Dk ≤ di + (1-x−v(i),i)(dnk − di)

− ∑
{j∈Pk|dj≤di} pjx

−
kj , ∀k ∈ [1 m],∀i ∈ Pk (7.5)

Dk ≤ Dk+1 −
∑
{j∈Pk+1} pjx

+
(k+1)j − ptk+1

− ∑
{j∈Pk} pjx

−
kj , ∀k ∈ [1 (m− 1)] (7.6)

∑v(i)
k=u(i)(x

−
ki) + x+

ki ≤ 1 , ∀i ∈ Pk (7.7)

Dk −Rk ≥ ptk(1− ytk) , ∀k ∈ [1 m] (7.8)

ytk , x−ki , x+
u(i),i ∈ {0, 1} , ∀k ∈ [1 m],∀i ∈ Pk

Dk , Rk ∈ Z , ∀k ∈ [1 m]

with:

• rnk = min{j∈Pk} rj ;
• dnk = max{j∈Pk} dj ;

This MIP differs from the above one only by the addition of the terms in bold
that allow to deactivate the constraints of type (7.1), (7.2), (7.4) or (7.5) when
some jobs are late. For instance, if tk is late, i.e., ytk = 1, the term ytk(rnk −rtk)
(ytk(dnk−dtk) resp.) deactivates the constraint (7.1) (the constraint (7.4) resp.).
Indeed, we know that the inequality Rk ≥ rnk (resp. Dk ≤ dnk) is obviously
always verified. Similarly, in the case where i /∈ αk (i /∈ βk resp.), the term
(1 − x+

u(i),i)(rnk − ri) ((1 − x−v(i),i)(dnk − di) resp.) deactivates the constraint
(7.2) (the constraint (7.5) resp.). Note that the deactivation of constraints al-
lows to ensure that only the constraints that concern the on-time jobs are taken
into account.

In a minimization problem, a lower bound is obtained by relaxing some con-
straints and optimally solving the relaxed problem. Moreover, for any problem,
we know that it is always possible to decrease the rj values (or increase the
dj values) of some jobs in order to make the pyramids perfect, i.e., such that
∀(i, j) ∈ Pk × Pk, (ri ≥ rj) ⇔ (di ≤ dj), ∀k = 1, . . . ,m. Doing so, a relaxed
problem can be optimally solved by the above ILP. Finding an optimal sequence
for the relaxed problem gives a lower bound to the general 1|rj |

∑
Uj problem..
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6 Conclusion

Designing MIP models for solving efficiently basic SMSPs is of interest since
MIP approaches are often adaptable for dealing with new constraints or new
objective. As a proof of this statement, this paper shows how an original MIP
model, proposed for searching the most feasible sequence is used for solving
the 1|rj |Lmax problem, and is also adapted for dealing with the more complex
1|rj |

∑
Uj problem. Since the analytical dominance condition used for design-

ing the MIP formulation of the former problem is valid for the
∑
Uj criterion

only under some restrictions (tops are not late), only an upper bound can be
computed. In the particular case where the considered SMSP is perfect (see Sec-
tion 5), the paper gives a MIP model that allows to directly find the optimal∑
Uj value. Since it is always possible to relax the release dates or the due dates

of any SMSP in order to make it perfect, this MIP also allows to formulate a
lower bounds.
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algorithms: a survey 
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Abstract. In Algeria it is estimated that there are more than 
109 new cases of Chronic Myeloid Leukemia (CML) are 
being diagnosed every year and the overall incidence rate is 
0.34(According  to  the  statistics  taken  from  the  Algerian 
Journal of Hematology 2010) and its incidence worldwide 
varies from 0.7 in Sweden and China to 1.7 in Switzerland 
and  the  United  States.  The  shape  and  the  number  of 
Leukocytes in the blood image is the important information 
for  the  diagnosis  of  Leukemia.  However  since  the 
Leukocytes anomalous were surrounded by numerous red 
cells  and  platelets,  it  is  difficult  to  detect  them  clearly. 
Therefore,  clustering  recognition  method  automatically 
detecting these elements is needed to help doctors analyze 
the blood cell images.

Keywords:  Blood  cell;  Medical  Image;  clustering 
algorithm; Content-based Image recognition 
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Un Modèle Générique pour les Travaux Pratiques à 
Distance 
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Abstract. A l’instar des travaux pratiques classiques, les travaux pratiques à 
distance (télé-TP) sont indispensables aux environnements de téléformation, 
notamment dans les disciplines scientifiques et techniques. En effet, les services 
actuels de formation à distance reposent essentiellement sur des télé-cours, des 
télé-TD ou des télé-projets sans une réelle activité pratique. La mise en place de  
télé-TP se heurte à des difficultés techniques et organisationnelles. Les récents 
travaux de recherche en télé-TP tentent de donner un nouvel élan à cette 
nouvelle discipline en proposant des solutions et des architectures génériques 
favorisant la réutilisation et l’interopérabilité. Dans ce papier est proposé un 
modèle générique pour les télé-TP conformément aux standards de l’e-learning. 
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Résumé. 

Les collections de données deviennent de plus en plus volumineuses et dans la majorité des 

cas  ne  résident  pas  dans  un  emplacement  centralisé,  ce  qui  complique  l’application  des 

techniques de Data Mining sur des données distribuées et souvent hétérogènes. La plupart 

des algorithmes distribués se basent sur l’agrégation des modèles produits de manière locale 

et notre approche rentre dans ce cadre. Nous présentons une nouvelle approche distribuée qui 

prend  en  compte  certaines  caractéristiques  de  l’algorithme  OPTICS.  Les  données  seront 

traitées  localement  sur  chaque  site  en  exécutant  l’algorithme  OPTICS  séquentiel  pour 

produire  des  clusters  à  partir  des  données  locales,  ensuite  nous  construisons  les  clusters 

globaux de manière hiérarchique, pour cela les représentants de chaque cluster sont calculés 

et envoyés aux sites d’agrégats. Les représentants d’un cluster sont les points de sa bordure. 

Les clusters sont régénérés afin de tester les recouvrements pour enfin construire les clusters 

globaux. Notre but est de concevoir une approche distribuée sans tenir compte de la version 

séquentielle car cette dernière génère beaucoup de communications. Notre approche tente de 

minimiser les communications, maximiser le parallélisme et  d’équilibrer la charge sur les 

différents sites. Cette technique est évaluée et comparée à la version séquentielle en utilisant 

des jeux de données artificiels.
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Assigning a Neuronal Approach for the Treatment of multisource image

RIFFI Mohamed Amine1, FIZAZI Izabatene Hadria2

1Laboratory Signal-Image-Word (SIMPA), Dept.Informatique, Faculty of Science, University 
of Science and Technology of Oran  -USTO, Algérie. BP 1505, Oran El Mnaouer 31000.

{ r.amine78@gmail.com ; hadriafizazi@yahoo.fr}

   
Abstract

Satellite images have aroused much interest in various fields, because of the overall 
coverage of the earth's surface and the repetitiveness of the data. To operate properly 
and effectively the amount of information contained in the satellite images, several 
techniques have been developed. Supervised classification is one of the techniques 
used to  exploit  the maximum information contained in these  images,  to  represent 
them in an understandable and interpretable. In our article we used a neural approach 
based  on  neural  network  multilayer  perceptron  (MLP)  for  classification  of 
multisource satellite imagery. This approach is applied to a satellite image showing 
the region of Oran (Western Algeria), taken by Landsat TM5 in 1993. "This study 
area is characterized by its diversity.

 Keywords: Neural network, Multisource images, Supervised Classification, Remote 
Sensing, Multi Layer Perceptron.
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fractals pour l’intégration des applications
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Résumé. L’évolution  des  modèles  d’organisation  d’entreprises 
est aujourd’hui guidée par l’intensification de la concurrence et la 
performance des communications entre les applications. Dans ce 
contexte, les entreprises ont pris conscience de l’importance de 
l’orientation service, notamment en termes de standardisation, de 
facilité de communication et de composition  des services dans 
différentes  plateformes.  Cependant,  les  approches existantes  et 
les  outils  de  spécification  des  modèles  d’architecture  orientée 
service  ne  permettent  pas  aux  applications  fournisseurs  de 
services  de  s’adapter  aisément  aux  changements  continus  de 
l’environnement  et  des  besoins  des  clients.  Par  ailleurs,  les 
applications  clients  ne  s’adaptent  pas  aux  changements  de  la 
logique  métier  des  applications  fournisseurs  dynamiques. 
Plusieurs travaux ont introduit les principes de la programmation 
orientée aspect (POA) pour adapter les services web, en utilisant 
le  concept  principal  de  la  POA (tisseur)  et  pour  ajouter  de 
nouvelles  fonctionnalités  à  la  logique  métier  de  service. 
Néanmoins,  ces travaux présentent  des limitations vis-à-vis  de 
l’ajout des préoccupations fonctionnelles. Dans ce projet,  nous 
proposons une architecture d’intégration d’applications basée sur 
les  composants  fractals,  dans  laquelle  nous  bénéficions  des 
caractéristiques importantes de la reconfiguration dynamique du 
fractal pour modifier  le comportement d’un service simple (ou 
encore une composition de services), en utilisant les principaux 
concepts du modèle des composants fractals (contenu, interface 
interne,  interface  externe).  Nous  présentons  également  un 
exemple  illustratif  montrant  la  mise  en  place  de  notre 
architecture  proposée,  ainsi  que  le  cycle  d’un  service  adapté. 
Nous visons à faciliter la programmation et le déploiement du 
modèle  orienté  services,  considéré  comme un point  nécessaire 
pour les organisations, en utilisant les modèles hiérarchiques de 
spécification des composants fractals. 

Mots  clés:  Intégration  d’applications,  orientation  services, 
Architecture-orientée  services  (SOA),  modèle  de  composants 
fractals, services web.
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Abstract. Much of the information that exists in patient clinical reports is 
difficult to access, as it is often in unstructured text form. To make easy access 
and search, our research aims to develop a system for extracting information 
from unstructured medical text. In a previous work, a rule-based approach is 
applied to a clinical reports corpus of infectious diseases to extract structured 
data in the form of named entities and properties. We propose in this paper, the 
use of a Boolean inference engine based on cellular automata to do extraction. 
Our motivation to adopt this Boolean modeling approach is twofold: first 
optimize storage, second reduce the response time while searching the entity 
class. The system proposed for this extraction task consists of two modules. The 
first one is responsible for building the Boolean knowledge base following the 
principle of the cellular automaton CASI. The second module uses the Boolean 
inference engine of CASI to classify named entities. To extract named entities 
from medical reports written in free natural language, our contribution adopts 
the following approach: (i) manual construction of named entities classification 
rules; (ii) Boolean Modeling of constructed rules; (iii) Linguistic Analysis of 
clinical reports for extracting nominal phrases with their morphosyntactic and 
semantic properties; (iv) Boolean Inference for classifying nominal phrases into 
different classes (e.g. person, date, symptom, disease...). 

 

Keywords: Clinical reports, information extraction, rule based approach, 
Boolean inference engine. 
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Méthode adaptée pour la résolution d’un problème de
programmation quadratique convexe à variables mixtes

Abdelhek Laouar et Mohand-Ouamer Bibi
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Résumé Dans cet article, on propose une méthode adaptée de résolution d’un problème quadra-
tique convexe à variables mixtes. Cette méthode généralise la méthode directe de support utili-
sant la métrique du simplexe. Les expérimentations numériques comparant notre méthode avec les
méthodes classiques sur des problèmes tests générés aléatoirement montrent que la méthode pro-
posée donne une amélioration certaine par rapport à celle du support. Elle s’avère aussi compétitive
avec les autres méthodes d’activation des contraintes, et celles de points intérieurs pour les problèmes
de taille moyenne.

Mots clés :programmation quadratique convexe, méthodes de points intérieurs, méthode de sup-
port, critère de suboptimalité, méthode adaptée de support, variables mixtes.
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Abstract. The  segmentation  and  recognition  of  Arabic 
handwritten text has been an area of great interest in the 
past  few  years.  In  many  handwritten  word  recognition 
systems, segmentation is  a very delicate  stage,  especially 
for Arabic handwriting script because of the fact that words 
in  Arabic  may  have  sub-words  which  are  separated  by 
spaces. This paper describes a new segmentation algorithm 
for handwritten Arabic characters using increasing windows 
to  suggest  the  position of  a  possible  segmentation  point. 
The nominated point is confirmed or rejected by a neuronal 
classifier which evaluates the  proposition.  In our approach 
we choose to use invariant Hu moments as feature vectors 
exploited by a Multilayer Perceptron to learn and classify 
cursive characters. We performed several experiments using 
IFN/ENIT database to  test  our  system.  It  has achieved a 
high segmentation rate of 87.55%.

Keywords: Arabic handwriting, Segmentation, Character 
recognition, Hu moments, Multilayer Perceptron, 
Classification.
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Auto-organisation dans les réseaux Ad hoc
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Résumé   Les réseaux ad hoc sont des réseaux spontanés sans fil. Ils 
réunissent  un  grand  nombre  d’objets  communicants  sans  fil,  sans 
infrastructure  et  tous  ces  objets  sont  mobiles.  Par  conséquent,  la 
conception  des  protocoles  de  routage  représente  un  problème 
complexe. Une des solutions à ce problème, passe par la mise en place 
de topologies adaptées au routage.

Mots-clés : Ad hoc, Routage, Topologie virtuelle, CDS, Auto Organisation.
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Constraint satisfaction is NP-Complete in general. However, there are various classes of constraint satis-
faction problems (CSPs) that can be solved in polynomial time. Some of them can be identi�ed by exploiting
their structural properties. It is well known that acyclic CSPs can be solved e�ciently. Di�erent methods
exist for converting CSP instances to their solution equivalent instances with acyclic structure. Among these
methods Generalized Hypertree Decomposition and fractional hypertree decomposition have been proved to be
the most general methods.

We propose the method called HD2_DBT for Dual Backtracking algorithm guided by an order induced
by the computed generalized Hypertree Decomposition of the instance. The main idea of this approach is that
for each node ni of the hypertree, we compute only one join tuple ti (which is a solution of the subproblem at
the current node ni) which is compatible with the tuple tj already computed for the subproblem at it's parent
node nj .
Also, in this method, once we �nd that a tuple (solution) for the subproblem at the current node ni is
compatible with the solution of the subproblem at it's father node, we �lter the constraints relations in each
son node r of the current node : We remove from all the constraints relations in each son node r all the tuples
that will not participate to a solution. Di�erent heuristics and implementations are presented showing its
practical interest.
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Abstract— With the fulgurating growth of the world of telecom-
munications, pulled by Internet and stimulated by the penetration 
of transmission technologies, the problems of processes and data 
security  have currently become of paramount  importance.  The 
transactions made through the network can be intercepted, more 
especially since adequate legislation has not yet been fully en-
forced on the Internet. The functional specification of the inform-
ation systems is not sufficient, the design and the realization of 
these systems must take into account, in addition to the function-
al  needs,  the various  requirements of security.  Taking into ac-
count the various constraints of security (Availability, Authentic-
ation, Integrity, Secrecy, Non-Repudiation, etc.) in the modeling 
process constitutes one of the principal challenges for the design-
er of these systems. UML is the standard language for the model-
ing of the multiple views of an information system by using the 
various  mechanisms  of  extension.  UMLsec is  an  extension  of 
UML proposed by J.Jürjens (Munich University of Technology) 
that includes, at the conceptual level, profiles for secure systems 
development. After the definition of UML extension mechanisms 
and UMLsec profiles, this paper proposes new extensions for the 
modeling of the security  requirements  of  information systems. 
The secure context model  and the  security cases model for the 
specification of the security needs, the critical scenarios model  
consist in describing the interactions or the actions which involve 
a risk and the  secure interactions of objects model for the spe-
cification of the security constraints on the messages exchanged 
by objects. In the analysis model, we defined security properties 
on the data. At last, for the modeling architecture, the protected 
hardware configuration model allows to express the implementa-
tion constraints at the physical level with the integration of the 
prevention tools in order to fulfill the security requirements.   

Keywords:  IS,  Computer  Security,  Modeling,  UML,  and  
UMLsec.

UML Extensions for Security 
Requirements Analysis of IS
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Résumé : 
La télédétection a montré ses potentiels dans l’acquisition de données et l’extraction d’informations nécessaires pour la 

classification. En fait, le besoin aux informations précises et réalistes est nécessaire. Récemment, l’imagerie hyperspectrale a été 
employée dans différentes applications, elle peut nous aider efficacement dans la classification des objets. On s’intéresse aux 
images hyperspectrales parce qu’elles véhiculent des quantités de données importantes dont nous avons besoin. 

Le traitement d’images hyperspectrales est la généralisation de l’analyse des images couleurs, à trois composantes rouge, vert 
et bleu, aux images multivariées à plusieurs dizaines ou plusieurs centaines de composantes. Dans un sens général, les images 
hyperspectrales ne sont pas uniquement acquises dans le domaine des longueurs d’ondes mais correspondent à une description 
d’un pixel par un vecteur. Le vecteur associé à chaque pixel est appelé spectre. 

La classification est l'attribution des pixels d’une image à des classes spécifique. Cette attribution a besoin d'un certain degré 
d'abstraction pour pouvoir extraire des généralités à partir des exemples dont on dispose. Dans ce cadre on a utilisé le réseau de 
neurone Perceptron multicouche où l’apprentissage se fait par l’algorithme de Rétropropagation du Gradient. Cet algorithme a 
besoin d'introduire à priori le nombre et la connectivité des unités cachées et déterminer les poids initiaux des connexions. 

Afin d’obtenir une représentation de l’image avec un nombre restreint de canaux. On a fait une réduction de dimension 
spectrale de la zone d’étude. A partir de cette image de plus faible dimension, nous avons effectué une classification supervisée 
pour grouper les pixels en classes spectralement homogènes. 

D’après la comparaison des résultats obtenus de la méthode utilisée avec les données de vérité d’un terrain dont on en a peu 
d’informations et l’évaluation du taux d’erreur de classification réalisée par différentes structures de réseaux de neurones pour 
différentes ensembles d’échantillons, on constate que le réseau de neurone Perceptron multicouche nous donne une classification 
des images hyperspectrales mieux que des images à trois composants RVB, et c’est grâce à l’apprentissage supervisé. 

 
Mots clés : Télédétection, Classification, Image Hyperspectrale, Réseau de neurones, Rétropropagation. 
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Abstract. La maintenance corrective des équipements est une préoccupation importante sur 
les sites industriels. Une des tâches les plus délicates de cette maintenance est le diagnostic 
des pannes. La difficulté majeure survient de l’indisponibilité des techniciens expérimentés 
«experts  du domaine  » pour  prendre  en  charge  toutes  les  activités  de maintenance.  C’est 
pourquoi les entreprises ont pris conscience de l’importance de leur capital immatériel détenu 
par leurs employés.
 Dans  ce  travail  nous  présentons  une  démarche  de  capitalisation  des  connaissances  de 
diagnostic  des  turbines  à  gaz  associée  à  un  mécanisme de  raisonnement  à  partir  de  cas 
(RàPC).  A partir de l’étude du processus de maintenance des turbines à gaz, des concepts de 
sûreté de fonctionnement et de la pratique des experts de maintenance des turbines à gaz, 
nous avons établi deux modèles : le modèle de domaine développé à travers une ontologie du 
domaine  de  maintenance  en  se  servant  de  l’éditeur  d’ontologie  Protégé  et  un  modèle  de 
raisonnement  associé  à  la  base  de  cas.   Un  cas  dans  notre  base   de  cas  possède  une 
représentation orienté objet structuré en deux parties : partie problème et partie solution. La 
partie problème est à son tour composée de deux champs « localisation » et « identification » 
par contre la partie solution comporte le champ « détection ». Chaque champ est décrit par un 
ensemble  de  descripteurs.  Pour  le raisonnement  suite  à  une  demande  d’intervention  on 
procède à l’élaboration du cas et cela par le remplissage d’un formulaire  par l’opérateur de 
maintenance, à partir de ce formulaire on extrait les descripteurs pertinents du cas. Une fois le 
cas cible est élaboré on procède à la remémoration des cas sources en calculant le degré de 
similarité  du  cas  cible  avec  les  différents  cas  sources.  Nous  procédons  par  la  suite  à  la 
réutilisation des solutions des problèmes sources retenues comme similaires. Les solutions 
peuvent  être  modifiées  en  changeant  les  paramètres  et  nous  parlons  ici  d’une  phase 
d’adaptation. Dans certains cas la solution est proposée sans changement. L’opérateur de la 
maintenance  exécute  ainsi  le  mode  opératoire  proposé.  Dans  le  cas  ou  le  résultat  est 
satisfaisant  ce nouveau cas est  mémorisé dans  la  base de cas,  ce qui  réfère à  la  phase « 
mémorisation» du cycle de RàPC
Actuellement  nous  développons  la  base  de  cas,  puis  nous  allons ajouter  d’autres 
fonctionnalités à ce système notamment l’assistance des experts distants dans le processus de 
maintenance.
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Abstract. Case  Based  Reasoning  CBR  is  an  intelligent  approach  inspired  from  many 
disciplines.  It  draws the  human reasoning model.  It  consists  to  use the prior  expertise  to 
resolve  a  new  problem.  In  this  work  we  have  developed  an  original  fuzzy  knowledge 
intensive  case  based  reasoning  system  dedicated  for  the  automatic  cardiac  arrhythmias 
diagnosis. This application combines between many intelligent approaches and algorithms for 
satisfying  the  biomedical  needs  which  are  the  accuracy and the performance.  Trough the 
system criteria  and  some  empirical  experiments  we  can  concludes  that  the  classification 
system achieves such average accuracies and performance better than most of the current 
state-of-the-art approaches.  

Keywords: Knowledge Intensive Case Based Reasoning, fuzzy sets, multi agents system, 
cardiac arrhythmia diagnosis.   
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Résumé.  La  classification  non  supervisée  des  données  est  une  tâche  essentielle  pour  plusieurs 
domaines comme la fouille des données et la reconnaissance des formes. Elle vise à découvrir des  
groupes  cohésifs  dans  des  grands  jeux  de  données.  Pour  résoudre  ce  problème,  une  approche 
évolutionnaire quantique (QEAC) a été proposée [1]. Deux caractéristiques principales caractérisent 
QEAC: la représentation quantique de l’espace de recherche et la dynamique évolutionnaire quantique. 
QEAC consiste à optimiser une mesure de qualité de groupes pour trouver une partition du jeu de  
données.  Durant  le  processus  d'optimisation,  des  opérations  quantiques  sont  appliquées  sur  la 
représentation quantique. La supériorité de QEAC par apport à d’autres algorithmes de type génétique 
et évolutionnaire quantique a été montrée dans [1], mais cette approche QEAC est parfois pénalisée  
par  la  lenteur  de  la  convergence  due au  coinçage  dans un  minimum local.  Dans ce  papier,  nous 
apportons des modifications et des améliorations à QEAC afin d’élargir l’exploration de l’espace de 
recherche. Deux nouvelles opérations ont été ajoutées à l’approche améliorée IQEAC et deux autres 
opérations ont été modifiées. Les deux algorithmes QEAC et son amélioration IQEAC incluent les  
opérations : la mesure, l’interférence constructive et destructive, la régénération, la migration globale  
et locale, mais à la différence de QEAC, IQEAC inclut deux nouvelles opérations: le croisement et une 
opération  d’éloignement  au  minimums locaux.  Les  paramètres  de  l’interférence  constructive  et  la 
migration  globale  ont  été  également  modifiées.  Les  résultats  sur  des  jeux  de  données  réels  et 
synthétiques montrent que les modifications apportées à l’approche améliorent la qualité et la vitesse 
de la convergence. 

1. Ramdane, C., Meshoul, S.,Batouche, M. and Kholladi, M-K.:A quantum evolutionary algorithm for 
data clustering, Int. J. Data Mining, Modelling and Management, Vol. 2, No. 4, pp.369–387, (2010).
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Une approche hybride pour l’optimisation de l’apprentissage adaptatif
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Communication), Université 08 Mai 45- BP 401 Guelma 24000 - ALGERIE 

{Bourbia.riad, SeridHamid, M_Hadjeris, a_seridi}@yahoo.fr
n_gouasmi@hotmail.com

Résumé. L'un  des  principaux  enjeux  de  l'apprentissage  en  ligne  est  l'autonomie  de 
l'apprenant. L’elearning adaptatif va permettre d'améliorer l'utilisation des plates-formes en 
proposant des cours adaptés aux résultats, comportements, goûts... des apprenants, sans que 
ceux-ci en aient conscience.  Dans le présent document, nous avons proposé une approche 
hybride basée sur l'utilisation de l'algorithme de colonies de fourmis pour recommander des 
parcours  d’apprentissages  qui  correspondent  le  mieux  aux  profils  des  apprenants.  Ces 
parcours  sont  constitués  dynamiquement  à  partir  d’objets  pédagogiques  élémentaires. 
L’algorithme  de  filtrage  est  utilisé  afin  d'organiser  les  apprenants  dans  des  groupes  en 
fonction des similarités afin d'accélérer le processus de recommandation. La mise à l'épreuve 
du système se  fait  par  le  biais  des  simulations  qui  seront  faites  d'abord  pour  obtenir  un 
calibrage  global  des  paramètres  numériques.  La  méthode  s’avère  à  la  fois  adaptative  et 
robuste. Pour  l’instant,  l‘expérience  qui  se  déroule  au  département  d’informatique  de 
l’université de Guelma, n’est qu’a son début, mais en croisent les doigts pour qu’elle puisse 
évoluer correctement. 

Mot clés: Elearning, Objet d’apprentissage, Apprentissage adaptatif, Colonies de 
fourmis, Filtrage collaboratif.
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Résumé. Le but de ce papier est de présenter l’état d’avancement de nos 
travaux de recherche. Ces derniers visent à utiliser le web en tant que ressource 
inépuisable d’informations et données pour recueillir selon des critères bien 
définis une base d’apprentissage. Cette dernière sera utilisée pour construire une 
entité « consciente » qui peut reconnaitre des objets dans l’environnement qui 
l’entoure.  

Mots clés: Conscience artificielle, intelligence artificielle, apprentissage 
automatique, reconnaissance des formes, recherche d’informations. 
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