COST'08

du 08 au 10 Juin 2008
1izi-Ouzou, Algerie

Organisé par:

Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, UMMTO
Département d'Informatique, Faculté de Génie Electrigue et Informatique
Laboratoire de Conception et Conduite des Systémes de Productions, L2CSP
Laboratoire LIMOS-CNRS, Clermont Ferrand, France
C entre de Recherche en Informatigue de Lens, CRIL, France

ociation Scientifique d'Information et de Décision, ASID







Actes COSI 2008

Actes du CinquiEme Colloque sur I’'Optimisation
et les SystEmes d’Information

COSI'2008

du 8 au 10 Juin 2008, Tizi-Ouzou, AlgErie

Organisation

UniversitE Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou

PrEsident d’honneur

Professeur Rabah KAHLOUCHE, Recteur de I’ UniversitE Mouloud MAMMERI de Tizi-Ouzou

PrEsident du colloque

Bachir SADI, DEpartement de MathEmatique, UMMTO, Tizi-Ouzou, AlgErie

Membres

Rachid AHMED OUAMER
Mohamed AIDENE
Mohamed DEMRI

Hocine FELLAG
Djamal HAMADOUCHE
Abdelghani HAMAZ
Abdelkader MERAKEB
Brahim OUKACHA
Bachir SADI
Malik ST MOHAMED
Youcef TALEB



ComitE de Pilotage

Mohamed AIDENE, UniversitE Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou, AlgErie
Hafida BELBACHIR, UniversitE des Sciences et Technologie d’Oran, AlgErie
NacEra BENAMRANE, UniversitE des Sciences et Technologie d’Oran, AlgErie
Abdelhafidh BERRACHEDI, UniversitE des Sciences et Technologie Houari BoumEdienne, Alger, AlgErie
Mohand-SaOd HAcCID, UniversitE de Lyon I, France
Lhouari NOURINE, UniversitE de Clermont-Ferrand I, France
Jean Marc PETIT, INSA de Lyon, France
Bachir SADI, UniversitE de Tizi-Ouzou, AlgErie
Kamel TARI UniversitE Abderahmane Mira de Bejaia, AlgErie

ComitE de programme

PrEsident

Lakhdar SAOs, CRIL - CNRS, UniversitE d’ Artois, France

Co-PrEsidents

Meziane AIDER, UniversitE des Sciences et Technologie Houari BoumEdienne, Alger, AlgErie
Lhouari NOURINE, ISIMA, UniversitE de Clermont-Ferrand I1, France

Membres

AHMED NACER M. USTHB Alger (AlgErie)
AHMED OUAMER R. UniversitE de Tizi-Ouzou (AlgErie)
AIDENE M. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)

AIDER M. USTHB Alger(AlgErie)

AIT HADDADENE H. UniversitE USTHB Alger (AlgErie)
AMGHAR Y. INSA Lyon (France)

BA10U M. Clermont-ferrand II (France)
BALINSKI M. Ecole Polytechnique de Paris (France)
BARA V., Clermont-ferrand II (France)

BI1BI M.O., UniversitE de BEjaia (AlgErie)
BELAISSAOUI M. UniversitE Mohammed V (Maroc)
BELBACHIR H., USTO Oran (AlgErie)
BENAMRANE N. USTO Oran (AlgErie)
BENATALLAH B. University of New South Wales (Australie)
BENBERNOU S. UniversitE de Lyon I (France)
BENHAMOU B. UniversitE d’Aix-Marseille I (France)
BERRACHEDI A. USTHB Alger (AlgErie)
BOUCHEMAKH I. USTHB Alger (AlgErie)
BOUGHANEM M. IRIT, UniversitE Paul Sabatier, Toulouse (France)
BOUYAKHF El H. LIMARF, UniversitE Mohammed V (Maroc)
BOUZEGHOUB B. UniversitErie) de Versailles (France)
CHIADMI D. Ecole Mohammadia d’IngEnieurs (Maroc)
DE MARCHI F. Lyon I (France)

DE MONTGOLFIER F., UniversitE Paris VII (France)
DJENNOUNE S. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)
DjiouaDI Y. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)

DRIAS H. INI Alger (AlgErie)

ENNAJI A. LITIS, UniversitE de Rouen (France)



FELLAG H. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)
HABIB M. UniversitE Paris VII (France)

HAcID M.S UniversitE Lyon I (France)
HAMADI Y., Microsoft Research Cambridge (Royaume Uni)
HAMADOUCHE D. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)
IBAZIZEN M. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)
KECHADI T. University College Dublin (Irlande)
KHEDDOUCI H. UniversitE Lyon I (France)
LASKRI M.T. UniversitE Annaba (AlgErie)
LETHI A.H., Metz (France)

MAHEY P. UniversitE de Clermont-Ferrand II (France)
MissAoUI R. UniversitE du QuEbec en Outaouais (Canada)
MESSINE F. ENSEEIHT Toulouse (France)
MONGEAU M. LAAS-CNRS, Toulouse (France)
NOURINE R. UniversitE d’Oran (AlgErie)
OUANES M. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)

PAUL C. UniversitE Montpellier II (France)
PIECHOWIAK S. UniversitE de Valenciennes (France)
PETIT JM. INSA Lyon (France)

RADIJEF MS., UniversitE de Univ-BEjaia (AlgErie)
SADI B. UniversitE de Tizi-Ouzou (AlgErie)
SADOK Ben Y. FacultE des Sciences de Tunis (Tunisie)
SCHNEIDER M. UniversitE Clermont-Ferrand II (France)
SI MOHAMED M. UMM Tizi-Ouzou (AlgErie)
SLIMANTI Y. UniversitE des Sciences de Tunis (Tunisie)
TALEB-AHMED A., UniversitE de Valenciennes (France)
THIERRY E. ENS de Lyon (France)

ToUMANI E. UniversitE de Clermont-Ferrand II (France)
TRELAT E. UniversitE d’Or]Eans, (France)

Relecteurs additionnels

Alexandre AUSSEM, Assef CHMEISS, Pierre COLOMB, Mephu ENGELBERT, Laurent GOUVES, Christophe GUOINAUD,
Hakim HACID, Souhila KAcCI, Mohand Ou Idir KHEMMOUD]J, Bertrand MAZURE, Mohamed MEDJDEN, Kreshnik
MUSARAIJ, Meltem OZTURK, Fatiha SAIS, Samir SEBAHI, Yacine SAM, Moh YAGOUNI



Table des matiEres

PIE G . ... page 1
ConfErences invitEes

— ThEorie du contrUle optimal et applications en aEronautique
Professeur Emmanuel TRELAT, UniversitE d’OrlEans (France) . ..............ccooeeeeeiieennniiien... page 2

— Knowledge Map : An Approach for Supporting Knowledge Management in Distributed Data Mining
Professeur Kechadi TAHAR, Department of Computer Science, University College of Dublin (Ireland). . . . page 4

— The degree/diameter problem : a survey
Professeur Meziane AIDER, USTHB, Alger (AlgErie) ........... . i page 5

— Vers des heuristiques ElEgantes basEes sur le local branching : application au knapsack multidimensionnel
Professeur Mhand HIFI, UniversitE de Picardie - Jules Verne, Amiens (France)......................... page 6

Tutoriel

— Optimization of control systems in real time.
Professeur Natalia BALASHEVICH, Department of Control Processes Theory, Institute of Mathematics, National
Academy of Sciences of Belarus, Minsk . ... page 7

Articles

— Optimisation semi-infinie non convexe
Le Thi Hoai An, Ouanes Mohand ........... ... i e e page 8

— Graphes intervalle distance monotone et caractErisation des graphes de Laborde Mulder
Aider MEziane, AtmMane SOTIa ... .......utttntt ettt ettt ettt et page 16

— Les graphes gamma connexe point critiques
Kamel Tablennehas, Mustapha Chellali, FrEdEric Maffray ................ooiuuiiiieeeeaeeennnii. page 22



ii



Tizi-Ouzou, AlgErie

PrEface

Les fondateurs et organisateurs successifs du Colloque sur I’Optimisation et les SystEmes
d’Information (COSI) ont rEussi leur pari. En effet , aprEs : COSI’04 (? Tizi Ouzou),
COSI’05 (? BEjaia), COSI’'06 (? Alger), COSI’07 (? Oran), COSI’08 est la cinquiEme
Edition de ce colloque qui se tiendra en juin? Tizi-Ouzou. La pEriodicitE annuelle du
colloque a EtE maintenue, ainsi que sa diversitE gEographique, le retour ? Tizi-Ouzou
n’Etant pas, je I’espEre, la fermeture d’un cercle mais le dEbut de la deuxiEme spire d’une
hElice circulaire ? pas important !

Inutile d’insister sur I’importance d’un colloque pour le dEveloppement d’un domaine scien-
tifique, les Echanges directs, les confrontations entre les approches et les discussions entre
chercheurs (jeunes et confirmEs) ? partir de 1’exposE de leurs travaux sont irremplaAables.
Plusieurs jours et un cadre convivial sont nEcessaires pour que s’Etablissent des relations
fructueuses. Je peux tEmoigner que ce fut le cas ? COSI’07 et je suis persuadE qu’il en fut
de mime dans les Editions prEcEdentes et que ces conditions essentielles (qu’Internet ne
peut pas offrir !) seront prEsentes ? COSI’08 et dans les Editions futures.

Le thEme du colloque COSI, "Optimisation et SystEmes d’Information", pourrait se lire
comme la "rencontre fortuite sur une table de dissection d’un parapluie et d’'une machine ?
coudre" mais on en est bien loin. Ce thEme est original, pertinent et important. On peut en
effet le dEfinir de diffErentes maniFres. Un pUle est le dEveloppement et utilisation de
techniques pour optimiser les systEmes d’information et plus gEnEralement les systEmes
informatiques. Un autre est la conception et la rEalisation de systEmes informatiques pour
des t 2ches "d’ optimisation", donc des t ?ches d’aide ? la dEcision ou de recherche opEration-
nelle. Entre ces deux pUles, tous les mElanges sont possibles, et cette fertilisation croisEe
est un facteur important de dEveloppement aussi bien de I’ optimisation que de I’ informatique.

Je souhaite donc longue vie ? COSI et une excellente Edition 2008 !

Michel Chein, Professeur EmErite, LIRMM - CNRS, UniversitE Montpellier 1T
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Théorie du controle optimal et applications en
aéronautique

Emmanuel Trélat

Université d’Orléans, UFR Sciences
Fédération Denis Poisson
Math., Labo. MAPMO, UMR 6628,
Route de Chartres, BP 6759, 45067 Orléans Cedex 2, France
emmanuel .trelat@univ-orleans. fr

Abstract. Dans cet exposé, on s’intéresse au contrdle optimal de systemes
modélisés par des équations différentielles, en dimension finie. Pour de tels
systemes, de la forme

&(t) = f(x(t), u()),
ol z(t) est Iétat et u(t) est le contrdle (vérifiant éventuellement certaines con-
traintes), le but est d’amener le systeme d’un ensemble initial a un certain ensem-
ble final, en minimisant de plus un critere d’optimisation appelé le cofit.

Du point de vue théorique, le Principe du Maximum de Pontryagin donne des
conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre, en affirmant que toute tra-
jectoire optimale est la projection d’une extrémale, c’est-a-dire la solution d’un
certain systéme Hamiltonien (version dans le cotangent des équations d’Euler-
Lagrange). Réciproquement, la projection d’une extrémale n’étant pas forcément
optimale, on donne des conditions d’ordre deux, utilisant la notion de premier
point conjugué, point ou la trajectoire perd son optimalité.

Du point de vue numérique, pour résoudre un probleme de contréle optimal, on a
I’habitude de faire la distinction entre deux types de méthodes : les méthodes di-
rectes d’une part, qui consistent a tout discrétiser (état + contrdle), et se ramenent
a un probleme d’optimisation non linéaire, pouvant se résoudre par exemple par
des méthodes de type SQP ; d’autre part, les méthodes indirectes, basées sur le
Principe du Maximum, et qui numériquement se ramenent & une méthode de tir.
Les algorithmes de calculs de temps conjugués sont reliés a un test de positivité
d’une dérivée seconde intrinseque, ou a un test de singularité du flot extrémal.
On décrit un logiciel appelé COTCOT (Conditions of Order Two and COnjugate
times), disponible sur le web, qui implémente les algorithmes précédents ainsi
que la méthode de tir.

On montre ensuite comment appliquer ces outils théoriques et numériques a deux
problemes issus de 1’aéronautique :

— Le probleme de contrdle optimal d’une navette spatiale en phase de rentrée
atmosphérique (contrat CNES), ou le contrdle est I’angle de gite, et le cofit
est le flux thermique total (facteur d’usure de la navette). L’objectif est de
déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une cible donnée, sachant que
la navette est de plus soumise des contraintes sur 1’état : flux thermique,
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accélération normale, et pression dynamique. Ces contraintes rendent le
probleme de contrdle optimal difficile, et nécessitent une étude préliminaire
théorique et géométrique sur les syntheses optimales locales avec contraintes.
Cette étape facilite la mise en oeuvre et la convergence des algorithmes de
calculs.

— Le probleme de transfert orbital d’un satellite a poussée faible (contrats
CNES, EADS), ou le but est typiquement de transférer ’engin d’une or-
bite basse a une orbite géostationnaire en temps minimal, sachant que la
force de propulsion est trés faible. Le probleme de temps optimal est im-
portant lorsque la poussée est faible (par exemple, une propulsion ionique),
car le transfert orbital peut prendre plusieurs mois. De plus, des contraintes
sur I’état comme par exemple les contraintes de cones d’ombre (passage
dans I’ombre de la Terre par rapport au soleil) compliquent 1”application des
méthodes précédemment décrites.

Pour ces deux problemes, on présentera différentes méthodes théoriques et
numériques basées sur des développements théoriques récents en contrdle op-
timal géométrique.

References

1. E. Trélat B. Bonnard, L. Faubourg. Mécanique céleste et contrdle de systemes spatiaux.
Collection "Mathématiques Concretes. Math. & Appl. 51, Springer Verlag, XIV, 276 pages.
ISBN 3-540-28373-0, 2006.

2. E. Trélat. Controle optimal : théorie & applications. Collection "Mathématiques Concretes.
Vuibert , 246 pages. ISBN 2 7117 7175 X, 2005.
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Knowledge Map: An Approach for Supporting

Knowledge Management in Distributed Data Mining

Tahar Kechadi

School of Computer Science and Informatics
University College Dublin - Ireland
tahar.kechadi@ucd.ie

Abstract. While massive amounts of data are being collected and stored not
only from science fields but also industry and commerce fields, the efficient min-
ing and management of useful information of this data are becoming a challenge
and a massive economic need. The development of distributed techniques to deal
with huge multi-dimensional datasets distributed among several sites certainly
constitutes a solution for reducing the complexity of computations. However, the
problem of efficiently managing the mined results, so called knowledge, which
become increasingly complex and sophisticated, still remains. This is even more
critical when the local knowledge on different sites are owned by different or-
ganisations. Usually existing distributed data mining techniques perform partial
analysis on local data at individual sites and then generate global models by ag-
gregating these local results. These two steps are not independent since naive
approaches to local analysis may produce incorrect and ambiguous global data
models. In order to take advantage of the mined knowledge at different locations,
the distributed techniques should have a view of the knowledge that not only fa-
cilitates their integration but also minimises the effect of the local results on the
global models. Briefly, an efficient management of distributed knowledge is one
of the key factors affecting the outputs of these techniques.

In this presentation, we will discuss a "knowledge map”, a new approach for
managing knowledge of distributed data mining applications on large-scale dis-
tributed systems and also supporting the integration views of related knowledge.
The concept of knowledge map has been efficiently exploited for managing and
sharing knowledge in different domains but not yet in the field of distributed data
mining. Our main goal is to provide a simple and efficient way to handle a large
amount of knowledge built from distributed data mining applications in Grid en-
vironments. This knowledge map helps to explore quickly any results needed with
a high accuracy. This will also facilitate the merging and coordination of local re-
sults to generate global models. This knowledge map is one of the key layers of
ADMIRE, a framework based on Grid platform for developing distributed data
mining techniques to deal with very large and distributed heterogeneous datasets.
We will show how knowledge map takes advantage of the distributed platform
topology.

Key words: Data Mining, Knowledge Management, distributed systems.
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The degree/diameter problem : a survey

Méziane Aider

LAID3, Faculty of Mathematics,
U.S.T.H.B., B.P. 32, El Alia, 16111, Algiers, Algeria
m-aider@usthb.dz

Abstract. The degree/diameter problem is to determine the largest
graphs of given maximum degree and diameter. The order of such graphs
is slightly upper bounded by the so called Moore bound and graphs
for which this bound is attainable are called Moore graphs. Unhappily,
Moore graphs only exist for restricted values of the maximum degree and
the diameter.

Initially, Moore graphs were defined for general undirected graphs. How-
ever, since such graphs are rare, many authors tackled to extend this
notion or to adapt it to special cases.

Indeed, Singleton was interested in the case of (non oriented) bipartite
graphs and derived the bipartite Moore bound. He showed that for cer-
tain values of values of the maximum degree and the diameter, bipartite
graphs attaining this bound exist. Many other authors have studied the
same problem under other aspects.

Bridges and Toueg showed the non existence, in non trivial cases, of
oriented graphs for which a theoretical bound is reached. We have con-
sidered the case of bipartite oriented graphs and obtained some results
we will develop.

When it is established that a given upper bound of the order of a (A, D)-
graph cannot be reached, we are asked to improve this bound. More
precisely, whenever the Moore bound cannot be attained, it is natural to
consider the existence of graphs of order one less than the Moore bound
and so on.

This talk aims to give an overview of the current state-of-the-art of the
degree/diameter problem.

Key words: (A, D)-problem, (A, D)-graphs, Moore graphs, Diameter, Dense
graphs.
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Vers des heuristiques élégantes basées sur le local
branching : application au knapsack multidimensionnel

Mhand Hifi

Laboratoire Laria
Université de Picardie - Jules Verne
hifi@u-picardie.fr

Abstract. Dans cet exposé, nous commencons par introduire le Local Branch-
ing (LB) pour les programmes linéaires mixtes (M I P ) de grande taille. Par la
suite, nous nous concentrons principalement sur les variables booléennes. Nous
présentons, dans un premier temps, une adaptation simple du LB pour le probleme
du sac a dos multidimensionnel a choix multiple (M M KP ). En- suite, nous
présentons une heuristique élégante basée sur la méthode d’arrondi combinée
avec la génération de colonnes pour le M M KP . Cette derniere sera utilisée
comme une boite noire dans une autre version augmentée du LB, adaptée au
M M KP . Finalement, nous concluons 1?7exposé par quelques perspectives sur
I’utilisation du LB.

Key words: Programmation Linéaire Mixte (MIP), Probleme du sac & dos multidimen-
sionnel.
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Optimization of control systems in real time

Natalia Balashevich

Department of Control Processes Theory
Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Belarus
Minsk, Belarus
balash@im.bas-net.by

Abstract. Methods of on-line computation of optimal feedbacks for control sys-
tems are discussed. The suggested approach is based on constructing a realization
of optimal feedback in any concrete control process. The implementation of the
algorithm of positional solution is oriented on fast corrections of optimal open-
loop control subject to small variations of initial state. This is possible due to
storage a small amount of additional information allowing to avoid the complete
integration of primal or adjoint system. This strategy proved to be effective for
real-time optimization of control systems on finite interval.

The details of the suggested approach have been elaborated by the way of succes-
sive complication of studied problems. At first, a method of calculating current
values of optimal feedback in linear endpoint optimal control problem has been
developed. Then this result has been generalized for linear systems with inter-
mediate state constraints. The next step is the supplement of the algorithm with
the procedure of optimization with respect to parameters for solving the optimal
control problem of a piecewise linear system. At last, for real-time optimization
of control systems with nonlinear dynamics, on-line procedures of asymptotic
corrections of solutions to the piecewise linear optimal control problems are sug-
gested.

Key words: Optimisation, control systems.
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Optimisation semi-infinie non convexe

Le Thi Hoai An'! et Mohand Ouanes!»?

1.LITA, Université Paul Verlaine Metz, France
2.Département de Mathématiques, Faculté des Sciences
Université Mouloud Mammeri, Tizi-Ouzou, Algérie
lethi@univ-metz.fr, ouanes_mohand@yahoo.fr

Résumé Nous proposons une nouvelle méthode pour résoudre des problemes
semi-infinis non convexes en utilisant les techniques d’optimisation glo-
bale. On génére deux suites de points, I'une interieure au domaine réalisable
qui donne une borne supérieure du minimum de la fonction objectif,
l'autre extérieure au domaine réalisable qui donne une borne inférieure

du minimum de la fonction objectif. Si on decide de s’arréter a un
nombre fixé d’itérations, on a soit une solution exacte, soit une solu-
tion approchée mais admissible. Nous avons testé notre méthode sur des
problémes trouvés dans la litterature pour montrer son efficacité.

mots clés : Programmation semi-infinie, fonction borne supérieure, borne
inférieure, borne supérieure.

1 Introduction

On considere le probléme semi-infini suivant :
min f(x)
(P){ g(z,s) <0;¥Vse SCR
xr € R
avec f et g des fonctions non convexes une fois continuement differentiables
par rapport a leurs arguments, et S un compact de R. Il existe plusieures
méthodes pour résoudre ce probleme par exemple : La discrétisation, la méthode
du lagrangien etc...(voir [1],[3],[9]). La difficulté pour ces méthodes c’est la ve-
rification de ’admissibilité qui reste un probleme trés difficile et que la solu-
tion approchée n’est pas toujours admissible. Nous proposons une méthode qui
permet d’avoir soit une solution exacte, soit une solution approchée mais admis-
sible.Notre méthode utilise la fonction borne supérieure de la fonction contrainte
pour trouver des points admissibles. Notre méthode comporte deux étapes : la
premiere c’est la résolution du probleme dicrétisé pour avoir la borne inférieure
du minimum de la fonction objectif, la deuxieéme c’est la construction d’un point
admissible pour avoir la borne supérieure.
L’article est organisé comme suit : En 2 nous présentons la construction de
la fonction borne supérieure, a la section 3 l'algorithme et sa convergence sont
présentés, des exemples numériques sont présentés en 4.
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2 Fonction borne supérieure

On considere la fonction borne supérieure pour une fonction quelconque f
definie sur S = [sq, s1],h = s1 — S0, f de classe C!
Unf(s) = f(so)wo(s) + f(s1)wi(s) + 5=ty (s = s0)(s1 — 9)

avec wo(s) = =2
wi(s) = 7=

L=maxses f'(s)
l=minges f/(s)

L et 1 sont évaluées en utilisant les techniques d’analyse intervalle.
On a les propriétés des w;(s) 0< w;(s) <1;i=0,1

Wz(sj):§zjz{0 Z;j ,0=0,1;7=0,1

Proposition 1 Uy, f(s) > f(s);Vs € S

Démonstration. on a d’abord Uy, f(s) et f(s) qui coincident aux extremites de
Iintervalle sget s1, pour les autres points de 'intervalle

on a f(s)=f(so) + (s — 50)f"(§) < f(s0) + (s — s0)L (1)

ou bien f(s)=f(s1) + (s — 51)J"(€) < f(s1) + (s — 1)1 (2)

d’autre part

U F(s) = Flso)us) + Flsr)un(s) + (s = so)(sn

= f(so)wo(s) + L(s1 — so)wi(s)wo(s) + f(s1)wi(s) — U(s1 — so)wi(s)wo(s)
= (f(50) + L(s1 = so)wi(s))wo(s) + (f(s1) — l(s1 — s0)wo(s))w1(s)

> min{f(so) + L(s1 — so)wi(s), f(s1) — (51 — so)wo(s)}

> min{f(sg) + L(s — s0), f(s1) —l(s1 — 8)} > f(s) d'aprés (1) et (2)

Proposition 2 La fonction borne supérieure est quadratique

Démonstration. Ilsuffit de developper Uy, f(s) Unf(s) = f(so)wo(s)+f(s1)wi(s)+

Gy (s = s0)(s1 = 8)

On a wp(s) et wi(s) qui sont linéaires et le terme ﬁ(s —50)(s1 — 8) est

quadratique donc U}, f(s) est quadratique

Proposition 3 La fonction borne supérieure est concave

Démonstration. La fonction borne supérieure est quadratique avec le coefficient

—(L—1 . Lo
(95_80)) < 0 donc la fonction borne supérieure est concave

de s? qui est
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3 Algorithme et Convergence

3.1 Algorithme

Etape 1 : Fixer ¢ > 0,discrétisation de S {sq, s1},
. X L min f(z)
Résoudre le probleme (PO ) {g(x, 6) <0 =0,1
pour avoir xf  sinon infaisabilité
et poser LBy = f(z§)
Etape 2 :Admissibilité si possible
Calculer Uj, g(zf,s)  puis maxses Un,g(xf, s) pour avoir s*(zf)
si Up,g(zd,s*(zf)) <0, stop xFest optimale sinon continuer
min f(z)
Up,g(z, s*(2)) < Oavech = s1 — sg
pour avoir un point admissible si possible z§ et poser UBy = f(z)
sinon poser U By = oo
Etape 4 : Si UBy — LBy < ¢ stop z§ est e—optimal
Etape 5 : Ajouter s*(z§) = s§ a la discretisation s, s1
et aller a l'itération k
Itération k =1,2,3, ....
renumeroter s;_y , So, S1, --.., Sk par ordre croissant pour avoir sg, S1, 52, ..., Sk+1
, min f(x
k1 Résoudre (PkL) {g(m,s]—) <0: :(0?17 k4l
pour avoir z et poser LBy = f(zk)
k2 Verification de ’admissiblité
si Up,g(zk, s*(xk)) <0, stopxE est optimal sinon continuer
k3 Résoudre
(PY) min f ()
k maXgels,_,.s,] Un;9(2,8) <0,j=1,..k+1
pour avoir un point admissible si possible x,g et poser
UBk = min{UBk_l, f(ZL'kU)}
sinon poser U By = oo
k5 Si UBy — LBy, < € stop . tel que UBy, = f(x) est e—optimale
sinon ajouter s*(z£) a la discrétisation et aller en k1.
Remarques

1°/

Etape 3 : Résoudre le probleme (FP{) {

Ung(x,s) = Lng(x,s) + (s —s0)(s1 —5)
= Zg(m, si)wi(s) + L}; l(s —50)(s1—9)

=0

Unh.g(z,s) est la fonction borne supérieure de g(z,.) sur S = [so, s1]
2°/ on a la valeur du maximum de Uj,_g(z, s) sur [so, s1] qui est donnée par
s*(x) = sO—Qm + y(r»zl()L—gl()Mo)
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et on calcule

MaXse[sg,s1] Uhg('%.» 5) = Uhg(xv S*(.’L')) = th($7 S*(.%'))-F%(S* (.’I,')—S())(Sl—
s*(2))

On ajoute le point s*(xp) & la discrétisation si s*(xg) € S

sinon on ajoute le milieu de I'intervalle [sg, s1]

3°/ si le probléme
(PY) min f(z)
07\ Up,g(z, s*(x)) < 0avech = [sq, $1]
admet une solution c’est clair qu’elle est admissible pour le probleme semi-
infini de départ car
g(x,8)< Upg(x, s*(x))Vs € [so,s1] 1.e Up,g(x,s*(x)) est la fonction borne
supérieure de g(x, s) sur [sg, s1] -

3.2 Convergence

Comme les problemes donnant UBj, et LBy ont méme fonction objectif il
suffit de montrer la proposition suivante

Proposition 4 limj,_, (9(z, s) — Ung(z,s)) = Oavec h la longueur de 'in-
tervalle

Démonstration. on a

0 < Upg(z,s) — g(z,8) = g(x, so)wo(s) + g(x, s1)w1(s) +

= glas)un(s) + 9o 1w (s) + T 5= )1 = 5) = 9o 50) = (5 = su)g (2. )

L—1
m(S —50)(s1 — 5) — g(, )

< —g(x, s0) — (s — s0)l + max{g(z,s0) + L(s — s0),g(x,s1) — l(s1 — 5)}

Alors on a deux cas
ler cas
max{g(z, so) + L(s — s0),g(x, s1) — l(s1 — 8)} = g(x, s0) + L(s — so)alors

< Upg(z,s) — g(z,s) < —g(x,50) — (s — so)l + g(x, s0) + L(s — s0)
< (s=sp)(L—1) <h(L-1)—0,quandh — 0

2eme cas
max{g(z, so) + L(s — s0), g(z,s1) — l(s1 — s)} = g(x, 1) — l(s1 — 5)
0 < Ung(z,s) —g(x,s) < —g(z,81) = (s — 81) L + g(x,51) — I(s81 — 5)
<(L-1(s1 —s) <h(L-1)—0,quandh — 0

Remarque
On a donc le domaine de (PY) qui tend vers le domaine de (P) de interieur



12

COSI’'os

et d’autre part le domaine du (PkL) du probleme discrétisé tend vers le domaine
de (P) de lexterieur puisque le nombre de points de la discrétisation tend vers
I'infini

donc limy oo (UBr — LBy,) — 0 On a LB, est une suite croissante car elle est
donnée par les problemes discrétisés successifs dont les domaines deviennent de
plus en plus petits vu que le nombre de contraintes augmente .On a UBy, est
une suite non croissante par construction.

Proposition 5 UBy \, f(z*)etLBy ~ f(z*)

Démonstration. On a LBy, /' f(x*) car la solution du probléeme discrétisé tend
vers la solution du probléme semi-infini de départ comme |[UBy — LBg| — 0
quand k — oo alors UBy, N\ f(z*)

Remarque

Dans le cas ou la fonction contrainte g a une structure particuliere par exemple
1. g est linéaire par rapport a la variable s alors les points actifs se trouvent aux
extremités de I'intervalle S et on a la solution & la lere discrétisation

2. si g est concave par rapport a s on calcule son maximum par rapport a s en
fonction de z et on se ramene & un probleme d’optimisation classique avec un
nombre fini de contraintes

( voir exemples trouvés dans [9] )

4 Exemples numériques
Soient les exemples trouvés dans [1]

Problémell ) -
min 3y + x5 + 5T1 — T2

z? + 231298% — sin(s) < 0;s € [0, 2]
on discrétise avec s = 0
on obtient le probleme discrétisé

min %x% + 22 + %xl — g

22 <0
la solution est (0, .5)
vérification de I’admissibilité
maX,e(o,2)(— sin(s)) = 0
donc la solution (0,.5) est admissible alors elle est optimale car le domaine
du probleme discrétisé contient le domaine du probléme semi-infini de départ.

Probléeme 2 1 -
min 37 + T3 + 571
(1—23s?)? — 2182 — 23 + 22 < 0;5 € [0,1]
on disclrégisé ayec § = 0
min 37 + x5 + 5T1
1—23+22<0
on trouve
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o= =75 =156 =1_ 15— _ 61803
verification de ’admissibilité
(1 —2§s?)? — w18 — a3 + @) (1—.562 532)2+. 7582 —
.99999 = )

max [(1-.56255%)° +. 755 — .999999] <0

donc la solution (—.75,.61803) est admissible alors elle est optimale

\=—.75,25=—.61803

Probléeme N _
min zo

22%s — st + 23 — 19 <055 € [-1,1]

on discretise. avec s = 0 on obtient
min zo

72 — 13y <055 € [-1,1]
donc la solution est xo =0 et 1 =0
verification de I’admissibilité
—s5% < 0;Vs € [~1,1] donc elle est admissible, donc elle est optimale

Soient les exemples trouvés dans [9]

Exemple 1
{ min 2.25e%! + e*2
s —e*1tr2 < (55 € [0,1]

On résout le probleme discrétisé en utilisant les deux extremités de l'intervalle
on trouve directement la solution X* = (—0.405, —0.405). On utilise la fonction
borne supérieure , comme la fonction g est linéaire par rapport & s donc son
maximum est atteint a 1'une des extremités, dans ce cas il est atteint en s= 1
donc le point actif est égale a 1 et on retrouve la solution du probleme discrétisé
qui est donc admissible donc optimale.

Exemple 2
{ min 1.21e** + e*2
s —ef1tT2 <055 € [0,1]

On résout le probleme discrétisé en utilisant les deux extremités de l'intervalle
on trouve directement la solution X* = (0.0953,0.0953).On utilise la fonction
borne supérieure , comme la fonction g est linéaire par rapport & s donc son
maximum est atteint & I'une des extremités, dans ce cas il est atteint en s= 1
donc le point actif est égale a 1 et on retrouve la solution du probleme discrétisé
qui est donc admissible donc optimale.

5 Coclusion

Nous avons developpé une méthode de résolution des problemes de program-
mation semi-infinie non convexe en construisant deux suites de points I'une
intérieure I'autre extérieure qui donnent les bornes supérieure et inférieure re-
spevtivement du minimum de la fonction objectif. Des techniques d’optimisation
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globale sont utilisées dans la résolution de ces problemes. Notre méthode donne
soit une solution exacte ou bien une solution approchée mais admissible. Des
exemples numériques sont traités pour montrer Pefficacité de notre méthode.
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Graphes intervalle distance monotone et
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Abstract. A simple connected graph is said to be interval distance
monotone if every interval induces a distance monotone graph.

In this paper, we are interested in a characterization of the class of in-
terval distance monotone graphs by focusing on the subclass of extended
odd graphs (also called Laborde-Mulder graphs) fot which we obtain a
new chaeacterization.

Résumé. Un graphe simple et connexe est dit intervalle distance mono-
tone si tout intervalle entre chaque paire de sommets induit un graphe
distance monotone.

Dans cet article, nous nous intéressons a la caractérisation des graphes
de cette classe de graphes en nous basant sur la sous classe des graphes de
Laborde-Mulder pour laquelle nous obtenons une nouvelle caractérisation.

Key words: Interval, Distance monotone, Interval distance monotone,
Extended odd graphs (Laborde-Mulder graphs)
Mots clés: Intervalle, Distance monotone, Intervalle distance monotone,

Graphe de Laborde Mulder

Introduction

L’intervalle en tant que sous-graphe induit, joue un réle central pour étudier
quelques classes de graphes contenant ’hypercube comme sous classe. Dans
ce cadre, Burosch, Havel et Laborde [5] ont utilisé la notion d’intervalle pour
définir de nouvelles classes de graphes. Les graphes intervalle monotone sont, par
définition, les graphes dans lesquels tout intervalle est convexe, et les graphes
distance monotone sont également définis dans le méme esprit (tout intervalle
est fermé).

Récemment, Aider et Aouchiche [1,2] ont introduit la notion d’intervalle dis-
tance monotonie qui a conduit & la définition de la classe des graphes intervalle

* m-aider@Qusthb.dz
** sory78@yahoo.fr
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2 caractérisation des graphes de Laborde Mulder

distance monotone (tout intervalle est distance monotone). Ils ont principale-
ment caractrisé ’hypercube et les graphes de Hamming en tant que graphes
intervalle distance monotone. Récemment, Zhang et Wang [9] ont obtenu une
caractérisation complete des graphes intervalle distance monotone.

Dans cet article, nous nous intéressons a la caractérisation d’une autre sous classe
de graphes intervalle distance monotone.

En premier lieu, nous revisitons la notion de distance monotonie puis rappelons
celle d’intervalle distance monotonie. En utilisant cette notion, nous obtenons
une nouvelle caracterisation des graphes de Laborde Mulder.

1 Préliminaire

Soit G = (V, E) un graphe simple et connexe ot V est ’ensemble des sommets
de G. L’ensemble des voisins d'un sommet u de G, est noté Ng(u). Le degré
de u, qu’on note dg(u), est le nombre de voisins de u. Le degré maximum et le
degré minimum sont notés A(G) et §(G) respectivement. Un graphe G est dit
k-régulier si tous ses sommets ont le méme degré k. La distance dg(u,v) entre
deux sommets u et v de G est la longueur de la plus courte chaine entre u et v.
Le diametre de G, qu‘on note D(G), est la distance maximum entre toutes les
paires de sommets.

L’intervalle I¢(u,v) est ensemble des sommets w de G tels qu’il existe une
(u, v)-plus courte chaine de G (ou (u,v)-géodésique) contenant w. Un intervalle
peut étre défini comme suit : w € Ig(u,v) < dg(u,v) = dg(u,w) + de(w,v).
Soient w, w deux sommets de V. Si d(w,w) > d(u,v) pour toute paire de som-
mets u et v dans V alors w est le diamétral de w dans V. Si chaque sommet de G
a un unique sommet diamétral, alors G est un graphe diamétral. Un sous-graphe
H de G est dit convexe, si pour toute paire de sommets u et v de H, l'intervalle
I (u,v) est contenu dans H. Un graphe G est dit intervalle monotone, si tous
ses intervalles sont des sous graphes convexes de G. Un intervalle I (u,v) est
dit fermé si: V w € V\Ig(u,v),3w’ € Ig(u,v) tel que dg(w,w’) > da(u,v)).
Si tous les intervalles de GG sont fermés, alors GG est dit distance monotone.
Pour un sommet u, N;(u) est 'ensemble des sommets & distance 7 de u. L’ensemble
des voisins de u est désigné par N(u) ou par Np(u). Une décomposition en
niveaux relative au sommet u est une partition de V(G) en Ny, Ny, ..., N, o
p = diam(G) et N; ={w € V(G), dg(u,w) =14, i=0,1,...,p}. L’ensemble N;
est appelé le i-eme niveau de u dans G.

Un (0, 2)-graphe est un graphe ot toute paire de sommets a 0 ou 2 voisins com-
muns.

L’hypercube de dimension n, noté @), est le graphe dont I’ensemble de sommets
représente les n-uples de {0, 1}", deux sommets u et v sont adjacents si et seule-
ment s’ils different exactement d’une seule composante. Notons que pour n > 0,
nous avons @n41 = @Qn @ Ka. De ce fait, @), peut étre vu comme le produit de
n copies de Ks.
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2 Caractérisation des graphes de Laborde Mulder

Soit k > 2, le graphe de Laborde-Mulder (graphe impair étendu) Ej, = (V, E)
est défini par:
V={AC{1,2,.2k—1}: |A| <k-—-1},

E={AB, A, BeV :|AAB|=1ou|AAB| =2k — 2}
Le plus petit graphe de Laborde Mulder est le graphe E5 (Le graphe de la Fig.1)

Fig. 1. E»

rappelons quelques propriétés des graphes de Laborde-Mulder.
Proposition 1. [7] Soit Ey, = (V, E) un graphe de Laborde Mulder alors:

Ey est (2k — 1) régulier ;

D(Ey)=k—1;

VA, B e V,(I(A, B)) = Qq(a,p) (tout intervalle induit un hypercube).

Le plus petit cycle impair de Ey, est de longueur 2k-1;

Pour k > 3, E}, est sans triangle;

Tout intervalle induit un sous graphe étoilé (tout intervalle de Ej, est inter-
valle monotone donc induit un sous-graphe convexe donc étoilé.);

E;. est intervalle monotone;

E). est intervalle distance monotone.

S Grds oo~

™ =R

Definition 1. On dira qu’un graphe simple et connexe G, vérifie la propriété
(P) si G n'est pas biparti et si G ne contient pas K1 o comme sous-graphe con-
vexe.

Theorem 1. Soit G un graphe intervalle distance monotone. G est de Laborde
Mulder si et seulement si il vérifie la propriété (P).

Preuve. Condition nécessaire : Si G est un graphe de Laborde Mulder, alors
G vérifie la propriété (P), en vertu de assertion 3. de Proposition 1.

Condition suffisante : rappelons d’abord le résultat suivant :

Theorem 2. [7] Soit G un (0,2)-graphe de degré 2k—1 et d’ordre 22*=1. Alors :
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1. Diam(G) > k — 1.
2. Diam(G) =k — 1 si et seulement si G = Ej,.

Ainsi, pour prouver la condition suffisante, il suffit de montrer que les propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) G est un (0,2)-graphe ;
(ii) O(G) =221 on O(G) est l'ordre de G.

Proposition 2. Soit G un graphe intervalle distance monotone sans K o comme
sous-graphe conveze. Alors G est un (0,2)-graphe.

Preuve. Soit G' un graphe intervalle distance monotone sans K » comme sous
graphe convexe et considrons deux sommets u et v & distance deux (ayant un
voisin commun ). Les sommets u et v ont nécessirement un autre voisin commun
(puisque G est sans K o comme sous graphe convexe, et n’ont pas d’autre voisin
commun (sinon I(u,v) ne serait pas isomorphe ni & une chaine, ni & un cycle
pair ni & un hypercube).

Donc, G est un (0, 2)-graphe.

Montrons que O(G) = 22k—1;

Soient Ng, N1, ..., Nx_1 la décomposition en niveaux relative au sommet noté
U.
Montrons que : Yv € N;, [Ny N N;_1| =i et |[N;| = ()

Pour cela, nous procédons par récurrence sur i, i = 1,..., k — 1.

Pouri=1

V’UGNZ ‘NUmN0|:|u|:1 et |N1|:|Nu|:2k71: ?k—l)

Pour i > 2, supposons que la propriété est vraie pour ¢ et montrons qu’elle
est vraie pour ¢ + 1:

Soit v € N1 et z € [N, N N;| (voir la Fig 2) Par hypothese de récurrence
x possede au moins 4 voisins dans N;_; notés x1, xo, ..., ;.

Remarquons que chaque triplet de sommets z;,z,v j = (1,...,7) forme K.
Comme K2 ne peut étre un sous graphe convexe, alors nécessairement pour
chaque z; on peut trouver y; dans N; tel que {z;,y;,v,z= forme un quadri-
latere (Q2), ot les y; sont tous distincts. D’out [N, N N;| =i+ 1.

Montrons & présent que Vi =0,....,k — 1 |N;| = (3*71).
En comptant les arétes entre IV; et N;y; deux fois, nous obtenons :
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.............. °

U g guriieiiennn °
............. °

No Ny Ni—1 N; Nit1 Np

LY INaNNia|l= > [N,NN;| = A

zEN; YEN; 11
2. Sixz e N; ‘Nx ﬁNi+1| = (Qk — 1) — 1.
1., 2. et 3. impliquent :
(6 D) Nesal = A = (2% — 1~ i) N

Alors :

2k—1—1 . 2k—-1—1 _
|Nip1] = |Ni‘i+71 =" I)T =Y

d’on la propriété est vraie a 'ordre i + 1.
D’autre part nous avons :

D’ou

Ainsi, nous avons démontré que

O(G) = 22+-1

En utilisant ces deux dernieres notions, la preuve de notre caractérisation
découle directement de Théoreme 2.
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Conclusion

Dans le présent article, nous avons caractérisé les graphes de Laborde Mulder
comme étant une sous classe intéressante des graphes intervalle distance mono-
tone.

Il serait intéressent d’étudier les graphes intervalle distance monotone, qui ne
sont ni des hypercubes, ni des graphes de Hamming, ni des graphes de Laborde
Mulder, en essayant d’obtenir des caractérisations de ces graphes.
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Résumé

Un sous ensemble S de sommets d’un graphe connexe G = (V, E)
est un dominant connexe de G si tout sommet de V — S est adjagent
4 au moins un sommet de S et le sous graphe induit par les sommets
de S est connexe. Le nombre de domination connexe noté v,(G) est le
cardinal minimum d’un ensemble dominant connexe de G. Un graphe G
est dit y,.-point critique (dcp-critique) sila contraction de tout couple
de sommets adjagents fait diminuer v.(G), et il est dit totalement
v.-point critique (tdcp-critique) si identification de tout couple de
sommets fait diminuer ~,.(G).

Dans cet article, on caractérise quelques classes des graphes (t)dcp-
critiques, en particulier les bloc graphes, les cactus et les graphes
scindés. On donne par la suite une caractérisation des graphes (t)dcp-
critiques pour v.(G) = 2.

Introduction

On considére un graphe simple connexe G = (V, E) ayant V(G) comme
ensemble de sommets et E(G) comme ensemble d’arétes. Le nombre de
sommets |V(G)| dans un graphe G est appelé ordre de G et noté souvent
par n. Le voisinage ouvert d'un sommet est N(v) = {u € V/uv € E}, son
voisinage fermé est N[v] = N(v) U {v}. Le degré d’un sommet v, noté par
dg(v) est |[N(v)|. Un sommet de degré nul est dit isolé. Un sommet de
degré un est appelé sommet pendant, et son voisin est dit sommet support.
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Un sommet v est dit sommet d’articulation si le graphe G — v n’est pas
connexe. Un sous graphe connexe B de G est un bloc, si B est sans point
d’articulation et tout sous graphe B’ de G tel que B est un sous graphe
de B’ et B # B’ admet au moins un sommet d’articulation. Un bloc B de
G est dit bloc terminal, si B contient au plus un sommet d’articulation de
G. Un graphe G est un graphe bloc, si tout bloc de G est une clique. Un
graphe est appelé graphe cactus si chaque aréte de G est contenu dans au
plus un cycle. Un cactus ayant un seul cycle est dit unicycle. Un graphe
cactus connexe sans cycle est appelé arbre. Un graphe scindé est un graphe
dont I'ensemble des sommets est partitioné en un ensemble indépendant et
un ensemble clique. Une couronne d’un graphe H notée par HoK; est
obtenu par une copie de H ou chaque sommet de H est adjacent a un
sommet pendant.

Soit G = (V, E) un graphe simple. Un sous-ensmble S C V(G) est
un ensemble dominant si tout sommet de V' — S est adjacent & au moins
un sommet de S. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G est
appelé nombre de domination et est noté par v(G).

Un ensemble S C V(G) est un ensemble dominant connexe (edc) si S
est ensemble dominant et le sous-graphe induit par les sommets de S est
connexe. Le nombre domination connexe ~.(G) est le cardinal minimum
d’un ensemble dominant connexe de G.

Un ensemble dominant connexe S de cardinal v,.(G) est appelé v.(G)-
ensemble ou simplement _.-ensemble de G.

Un graphe G est 7y.-point critique (dcp-critique) si v.(Gap) < 7.(G)
pour toute aréte ab € E, et G est totalement -y -point critique (tdcp-
critique) si v.(Gup) < 7.(G) pour tout couple de sommets (a,b) € V x V.
Si a et b sont deux sommets de G (a et b peuvent étre adjacents ou non),
alors on note par G4, le graphe obtenu par la contraction de I’aréte ab ou
I'identification de a et b. Le nouveau sommet obtenu dans G est noté par
ab. Rappelons que la notion des graphes y-point critiques a été introduite
par Burton et Sumner [3].

Dans cet article, on va étudier les graphes (totalement) v ,-point critiques.

1.1 Quelques résultats préliminaires
Nous débutons par présenter les deux Observations suivantes:

Observation 1 Soit G = (V,E) un graphe connexe et a € V. Si a est
un point d’articulation de G alors a appartient a tout ~y.(G)-ensemble.
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Observation 2 Soient G = (V, E) un graphe conneze et a,be V.
i)— Si abe E alors 7.(G) —1<75.Gaw) <7.(G).
it)— St abg E alors 7.(G) —3 <7.(Gap) < 7.(G).

Preuve. Il est clair que tout v,.(G)-ensemble est un v.(Gyp)-ensemble,
par conséquent v,(Ggp) < v.(G). Soit D un ~v,(Gyp)-ensemble. On suppose
que ab € E. Siab ¢ D, alors D, ou DU{b} est un dominant connexe de G et
par conséquent v,(G) < 7.(Gap)+1. Si ab € D, alors {a,b}UD—{ab} est
un dominant connexe de G, et par conséquant 7v.(G) < 7v.(Gap) + 1. Dans
les deux cas on a 7.(G) —1 < v.(Gap) < 7.(G). On suppose maintenant que
ab ¢ E. Siab¢ D, alors au moins un sommet de a ou b, disons b est adjacent
a D. Puisque G est un graphe connexe, alors le sommet o admet soit un
voisin dans D soit il est adjacent & un sommet w € V — D qui est adjacent
a D. Alors D ou D U {w} est un dominant connexe de G, respectivement.
D’ou 7,(G) < 7.(Ga) + 1. Finalement on suppose que ab € D. Si le sous
graphe induit par {a,b} U D — {%} est connexe, alors {a,b} U D — {%}
est un dominant connexe de G et par conséquent v.(G) < v.(Gg) + 1. On
suppose maintenant que D’ = {a,b} U D — {%} n’est pas connexe. Alors
il existe deux composantes connexes H, et Hy, telles que a € H, et b € Hy.
Comme G est un graphe connexe, alors soit il existe un sommet z € V — D
adjacent a H, et Hj ou bien ils existe deux sommets adjacents x,y € V—D
tel que x est adjacent & H, et y est adjacent & Hj, dans ce cas D' U {z}
ou D'U{z,y} est un dominant connexe de G. D’ou 7.(G) < 7.(Ggp)+3. =

Remarque 3 L’inégalite gauche de I’Observation (2) (ii) est atteinte pour
la chaine Pg en identifiant les deux sommets supports, voir figure.1.

1
—y—
w v

ve ()= Vo Gur)=3

Fig .1

Observation 4 Soient C wun cycle du graphe G et D un 7.(G)-
ensemble. Si C est un bloc alors D contient au moins |V (C)| —2 sommets
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de C, plus précisément:

- D contient |V(C)| sommets de C si et seulement si tout sommet de C
est d’articulation.

- D contient |V(C)|—1 sommets de C si et seulement si le cycle C contient
au moins un sommet de degré deux dans G et l’ensemble de ces sommets
est un ensemble indépendant.

- D contient |V(C)|—2 sommets de C si et seulement si le cycle C' contient
deuz sommets adjacents de degré deux dans G.

- Si un sommet x de C n’appartient & aucun v.(G)-ensemble alors x est
l'unique sommet de degré deux dans C' ou bien C contient éxactement deux
sommets adjacents de degré deux dans C ou bien il existe trois sommets
consécutifs de degré deuxr dans C tel que x soit le milieu et le reste des
sommets de degré deux sont indépendants.

Proposition 5 Soit H un bloc d’un graphe dep-critique. Alors:

1) Si H estun cycle, alors

- Tout sommet support de H est de degré trois.

- Si H contient un support, alors Ag = {x € H : dg(x) = 2} est un en-
semble indépendant de cardinal différent de un. De plus, si |Ag| > 2, alors
tout sommet support est adjacent & un sommet de Apg.

- St H mne contient aucun support, alors le sous graphe induit par Ag ne
contient aucune aréte ou bien il contient au moins deuxr arétes. De plus si
Apg  est un ensemble indépendant alors |Ag| # 1.

2) Si H est une clique, alors

- Si H est un bloc terminale, alors H = K.

- Les blocs terminaux n’ont pas de sommets en communs.

-8t H n’est pas un bloc terminal, alors tout sommet de H est un sommet
d’articulation.

Preuve. (1) Supposons que H est un cycle. Soit x un sommet sup-
port et 2’ un sommet pendant adjacent & z. Si dg(x) > 4, alors le sommet
zz’ est un sommet d’articulation dans le graphe G, et tout 7.(Gpa)-
ensemble est un dominant connexe de G. Par conséquent 7.(G) < v.(Gpa),
contradiction.

Supposons que Ay n’est pas un ensemble indépendant et soient a et b
deux sommets adjacents de Apg. Il est clair que tout ~,.(G,,)-ensemble
D contient éxactement |V (H)| —2 sommets de H tel que xa’ € D
et (DU {z}) — {22’} est un dominant connexe de G, par conséquent
Ye(G) < 7.(Gyar), d’ou contradiction.

Supposons maintenant que |[Ag| = 1. Alors le reste des sommets de H sont
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d’articulations. Donc par la contraction de I'unique sommet de Ay avec
un des deux voisins, on peut voir clairement que tout dominant connexe
du graphe obtenu est un dominant connexe du graphe G, par conséquent
Ye(G) < 7.(Gyar), d'ou la contradiction. On suppose que |Ap| > 2 et que
x n’est adjacent a aucun sommet de Ag. Alors les deux voisins de x dans
H sont des sommets d’articulations et donc Ay U{zz’} est un ensemble in-
dépendant, par conséquent tout (G, )-ensemble D contient éxactement
\V(H)| — 1 sommets de H avec zz’ € D mais (DU {z})— {z2'} est un
dominant connexe de G, par conséquent 7.(G) < v.(Gyyr), contradiction.
On suppose maintenant que H ne contient aucun sommet support et le
sous graphe induit par Apg contient éxactement une aréte, disons ab. Alors
tout v.(Gyp)-ensemble D contient tous les sommets du cycle résultant
sauf un sommet disons ab dans ce cas D est un dominant connexe de
G, par conséquent v.(G) < v.(Gap), d’ou la contradiction. Enfin on sup-
pose que Ap = {a}. Alors le reste des sommets de H sont des sommets
d’articulations, par conséquent le dominant connexe minimum du graphe
obtenu & partir de la contraction du sommet a et un des deux sommet
voisins est un dominant connexe de G, contradiction.

(2) Soit H une clique. Supposons que H est un bloc terminal d’ordre
au moins trois, alors en contractant une aréte de H, le dominant connexe
minimum du graphe résultant est un dominant connexe de G, contradiction.
Supposons maintenant que H; et Hs sont deux blocs terminaux ayant des
sommets en communs, alors la contraction d’une aréte de H; ne diminuéra
pas 7.(G). On suppose que H est un bloc non terminal et y est un sommet
qui n’est pas d’articulation. Alors contracter I'aréte reliant y et un sommet
de ces voisins dans H ne fait pas diminuer 7,.(G). ®

1.2 Les graphes (t)dcp- critiques

Comme 7.(G) > 1 pour tout graphe G connexe, il est clair qu’il n’existe
aucun graphe 1- y_-point critique. A partir de la on considére seulement les
graphes qui satisfaient ~,.(G) > 2.

Au debut on propose une condition suffisante pour les graphes 2-connexes
tdcp-point critiques.

Proposition 6 Soit G un graphe 2-connexe tel que v.(G — v) < 7.(G)
pour tout sommet v. Alors G est tdep-critiques.

Preuve. Soient u et v deux sommets quelconque de G et soit S un
v.(G — v)-ensemble.
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Siu ¢ S, alors u admet un voisins dans S et dans ce cas S est un ensemble
dominant connexe de G, par conséquent v.(Guy) < 7.(G).
Siwu € S, alors u et v ne sont pas adjacents car sinon S peut étre un
dominant de G de taille inférieur a v,(G), et par conséquent {wo} U S —{u}
est un dominant connexe de Gy, d’ou V,.(Gyy) < 7.(G). m

Remarque 7 La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie pour
tout graphe 2-connexe. Puisque si on considére le graphe G obtenu a partir
des deuzx triangles abce et def en ajoutant deuxr sommets g,h et les arétes
ag,gf,cd,he et bh. On a ~.(G —v) =~.(G) pour v=d, voir figure.2.

h
| e
L
-4
Fig .2

Théoréme 8 Soit G un graphe bloc connexe. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) G est un graphe tdep-critique.

b) G est un graphe dep-critique.

¢) Pour tout bloc H :

- Si H est un bloc terminal, alors H = K.

-8t H n’est pas un bloc terminal, alors tout sommet de H est d’articulation.

- Tout sommet support appartient éxactement & deux blocs.

Preuve. (a) implique (b) : découle de la définition d’un graphe tdcp-
critique.
(b) implique (c) : d’aprés la proposition (5), on a les deux points de (c).
Pour le troisiéme point on suppose que u est un support appartenant &
trois blocs et v est un sommet pendant adjacent & u. Alors le sommet wv
est dans tout 7v,(Gyy)-ensemble D, d’ou D peut étre un ~,.(G)-ensemble,
contradiction.
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(c) implique (a) : Il est clair que le nombre dominant connexe d’un graphe
bloc qui satisfait le point (¢) est v.(G) =n — |L(G)|. Soient v et v deux
sommets du graphe G.
Cas.1. Si uv € E(G). On suppose que u et v sont de degré au moins
deux, alors L(G) = L(Gyy), et par conséquent v.(Guy) < (n—1)—L(Gyy) <
n — |L(G)| = 7.(G). Supposons maintenant que v est le sommet pendant
adjacent & w. Comme u est un support appartient & deux blocs, alors le
sommet woU appartient & un seul bloc dans le graphe G,. Soit D un 7.(G)
-ensemble, alors u € D et D — {u} est un ~,(Gyy)-ensemble.
Cas.2. Si uwv ¢ E(G). Supposons que u et v ne sont pas des sommets
pendants, alors V(Gyy) — L(Gyy) est un ensemble dominant connexe de
Guy de taille (n — 1) — |L(Gu)| < 7.(G). Maintenant on suppose qu’ un
sommet de © ou v est un sommet pendant, disons le sommet v et soit
w son sommet support. Alors pour tout 7.(G)-ensemble D, D — {u} est
un v.(Guy)-ensemble. Dans les deux cas v.(Guw) < 7.(G), dou G est
tdcp-critique. =

Il s’en déduit de ce théoréme le corollaire suivant:

Corollaire 9 Soit T un arbre d’ordre n > 4. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

a) T estun arbre tdep-critique.

b) T estun arbre decp-critique.

¢) Tout sommet support de T est de degré deux.

Une caractérisation des graphes scindés (t)dcp-critiques est donnée
par le théoréme suivant:

Théoréme 10 Soit G un graphe scindé connexe.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) G est un graphe tdcp-critique.

ii) G est un graphe dcp-critique.

iii) G est une couronne d’un graphe complet non trivial.

Preuve. (i) implique (i7) et (i74) implique (z) sont évidents.
(74) implique (i7i): Soit G un graphe scindé connexe, partionné en une
clique C' et un stable I, et soit D un 7.(G)-ensemble quelconque. Il est
clair que D C C # 0 et donc |C] > 2. Puisque le sous graphe induit par
D est une clique, chaque sommet v € D admet au moins un sommet privé
dans V — D, et aussi dans I. On suppose qu'un sommet v € D admet deux
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sommets privés dans V — D, alors en contractant ’aréte reliant un sommet
privé et le sommet v ne diminuera pas v,.(G), par conséquent chaque sommet
v € D admet un unique sommet privé dans V' — D. On suppose maintenant
qu’il existe un sommet y € I adjacent & au moins deux sommets de D, alors
en contractant une aréte quelconque reliant le sommet y et un sommet de
N(y) N D ne diminuera pas 7.(G), par conséquent I constitut I’ensemble
des sommets privés de D. De plus la contraction d’une aréte qui existe dans
C — D, ne changera pas 7.(G) en cardinal, d’ou |C' — D| < 1. On suppose
que C — D = {z} et que le sommet 2z est adjacent & deux sommets x’ et
y' de I, alors 'ensemble D' = {z} U D — {z,y} tel que z et y sont deux
sommets de D adjacents & 2’ et ¥’ respectivement est un dominant connexe
de G de cardinal |D|— 1. Dans ce cas en contractant aréte zz’ ou yy' ne
diminuera la taille de D, contradiction. Par conséquent C' — D = ). Alors
tout sommet de I est un sommet pendant et par conséquent G est une
couronne de C. =

Les graphes cactus dcp-critiques sont caractérisés par le théoréme suiv-
ant.

Théoréme 11 Soit G un graphe cactus conneze. Alors G

est dep-critique si et seulement s’il vérifie les conditions suivantes:

i) Pour tout cycle C de G, tout sommet support appartenant au cycle C
est de degré trois et tout support n’appartenant a aucun cycle est de degré
deuz.

1) Pour tout cycle C. Si C contient un sommet support, alors

-Ac = {z € C : dg(z) = 2} est un ensemble indépendant de cardinal
différent de un.

- St |Ac| > 2, alors tout sommet support de C'  est adjacent & un sommet
de Ac.

iii)  Pour tout cycle C' de G. Si C ne contient pas de sommet support.
alors le sous graphe induit par Ac soit ne contient aucune aréte soit il

contient au moins deux arétes. De plus si Ac est un ensemble indépendant,
alors |Ac| # 1.

Preuve. On suppose que G est dcp-critique. Par la proposition (5)
les trois points sont vérifies sauf la deuxiéme partie du point (¢). Soit v un
sommet support de degré au moins trois et v un sommet pendant adjacent
a u. Alors le sommet 0 est un sommet d’articulation dans le graphe G, et
par conséquent tout v,(Gy,)-ensemble est un dominant connexe de G. D’ou
Ye(Guv) < 7.(G), contradiction. On suppose maintenant que G satisfait les
points (), (#7) et (i7i) et Soient z,y deux sommets adjacents de G et D un
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v.(G)-ensemble.
Casl. Il n’existe aucun cycle C' contenant x et y & la fois. Il est clair
qu’ un sommet de x ou y est un sommet d’articulation. On suppose que
x ety sont des sommets d’articulations, alors par 'observation (1), ils
appartiennent & D et (D —{z,y}) U{ZTy} est un dominant connexe de Gy,
par conséquent v.(Gzy) < 7.(G). On suppose maintenant que le sommet
x n’est pas d’articulation, cela implique que x est un sommet pendant, par
conséquent y est un sommet support. Dans ce cas si y n’appartient & aucun
cycle, alors y est un support de degré deux. D’ou y € D et D — {y} est
un dominant connexe de Gy, par conséquent 7,(Ggy) < 7.(G).
Cas2. Il existe un cycle C' contenant x et y. Supposons que les deux
sommets sont d’articulations, alors (D — {z,y}) U {Zy} est un dominant
connexe de Gy, par conséquent v.(Gzy) < 7.(G). Supposons maintenant
que = et y ne sont pas des sommets d’articulations, alors z,y € A¢, par
conséquent Ac n’est pas un ensemble indépendant, d’ou le cycle C ne
contient aucun sommet support. Donc par (i4i) il existe une autre aréte x'y’
dans C tel que les sommets z’,y’ € Ac, alors D contient tout les sommets
de C' sauf deux sommets, disons z’ et 3. On suppose que les arétes zy
et 2'y’ ne sont pas adjacents, alors (D — {z,y}) U{Zy} est un dominant
connexe de G,. On suppose maintenant que zy et 2’y adjacents (z = 2'),
alors D — {y} est un dominant connexe de G,. Dans les deux cas on a
Ve(Gey) < 7.(G). Supposons dans ce cas que  n’est pas un sommet
d’articulation et y est un sommet d’articulation. On suppose que le cycle
C contient un support ¢, alors puisque le sommet = est de degré deux, par
(77) 'ensemble A¢ est un ensemble indépendant et elle contient un autre
sommet de degré deux, disons le sommet a. D’ou D contient tous les
sommets de C' sauf un sommet disons a et donc (D — {z,y}) U{Zy} est
un dominant connexe de G,. On suppose maintenant que C' ne contient
aucun support. Si A¢ est un ensemble indépendant, par (iii) le cycle C
contient un autre sommet a # = et donc D contient tous les sommets de
C sauf le sommet a, d’ou (D — {z,y}) U{ZTy} est un dominant connexe de
Gy. Si Ac n’est pas un ensemble indépendant, alors par (i4¢) elle contient
au moins deux arétes. On peut choisir un v,(G)-ensemble D tel que x € D.
Comme D contient tous les sommets de C' sauf deux sommets adjacents de
Ac, alors (D — {z,y}) U{Zy} est un dominant connexe de G,,. Dans tous
les cas on a v.(Gay) < 7.(G), par conséquent G est dep-critique. m
Nous donnons ci-dessous une caractérisation des graphes unicycles tdcp-
critiques.

Théoréme 12 Un graphe unicycle G connexe de cycle C' est tdcp-critique
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si et seulement s’ il vérifie les conditions suivantes:

i) Tout sommet support appartenant au cycle C est de degré trois et tout
sommet support n’appartenant pas au cycle C' est de degré deuz.

i) Si C contient un sommet support, alors

-Ac = {x € C : dg(xz) = 2} est un ensemble indépendant de cardinal
différent de un et deuz.

-8t Ac # 0, alors tout sommet support de C est adjacent & un sommet
de Ac.

iii) Si C' ne contient pas de sommet support, alors le sous graphe induit
par Ac soit il ne contient aucune aréte soit il contient au moins deux arétes.
De plus si Ac  est un ensemble indépendant , alors |Ac| > 3.

Preuve. Soit G un graphe unicycle tdcp-critique, alors G est dcp-
critique.et les points (i), (77) et (4i7) du théoréme(11) sont vérifiées .
On suppose que le cycle C' contient un sommet support et Ac = {u, v}, on
identifiant les sommets u et v, les sommets de 'ensemble (C' —{u,v})U{uv}
sont des sommets d’articulations dans le graphe Gy,. Soit D un 7,.(Gyy)-
ensemble, alors (D — {uv}) U {u} est un dominant connexe de G, contra-
diction. Pour le point (i77), on utilise le méme argument que précédément
pour montrer que si le cycle C' ne contient pas un sommet support, alors
Ac est un ensemble indépendant de taille au moins trois.
Pour la réciproque, on suppose que G vérifie les points (i), (i7) et (4i7). Il est
clair qu’ en utilisant le théoréme(11), la contraction de toute aréte diminue
la taille du .(G). Ainsi soient u et v deux sommets non adjacents de G.
On considére trois cas possibles:
Casl. Siu et v appartiennent & un certain +.(G)-ensemble D, alors
(D — {u,v}) U {uv} est un dominant connexe de G, et par conséquent
FYC(GUU) < PYC(G)'
Cas2. Si u et v n’appartiennent & aucun 7.(G)-ensemble. Alors soit u
et v sont des sommets pendants soit 4 un sommet pendant et v est le
sommet milieu de trois sommets consécutifs de degrés deux.
On suppose que u et v sont des sommets pendants et soit u’ le sommet
support adjacent a w. Il est clair que si v € C, alors d’aprés (i7) tout
~.(G)-ensemble contient soit tous les sommets de C' (dans le cas Ag = 0),
soit |[V(C)|—1 sommets (dans le cas Ac # 0). Si le dérnier cas avoir lieu,
le sommet v’ est adjacent & un sommet de a € Ac¢. tel que a ¢ D, alors dans
tous les cas D — {u'} est un dominant connexe de Gy, et par conséquent
VC(GUU) < ’YC(G)
On suppose maintenant que u est un sommet pendant et v est le som-
met milieu des trois sommets consécutifs de degrés deux dans C'. Puisque

10
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Ac n’est pas un ensemble indépendant, le sommet support u’ adjacent a
u n’appartient pas a C (d(u’) = 2). D’ou pour tout v.(G)-ensemble D,
D — {'} est un dominant connexe de Gy, et par conséquent 7v.(Gyuy) <
7:(G).

Cas3. Le sommet u appartient a un certain ~.(G)-ensemble D et le
sommet v n’appartient & aucun v,(G)-ensemble. Alors le sommet v est un
sommet pendant ou bien est le milieu des trois sommets consécutifs de de-
grés deux dans C, disons a,v,b et le cycle C' ne contient pas deux sommets
adjacents de Ac — {a,v,b}.

On suppose que v est un sommet pendant et soit v’ son sommet support.
Supposons que v’ ¢ C, alors D — {v'} est un dominant connexe de G,.
Supposons maintenant que v’ € C, alors par (it) D contient soit |V (C)|
sommets de C' soit |[V(C)| —1 sommets de C, cela dépend de lexistance
ou non de 'ensemble A¢ respectivement, alors D — {v'} est un dominant
connexe de G,.

On suppose maintenant que le sommet v est le milieu de a,v,b tel
que a,v,b € Ac, et ensemble Ac — {a,v,b} est soit vide soit un ensemble
indépendant. Alors D contient éxactement un sommet de a ou b, disons
b et donc D — {b} est un dominant connexe de G,. Dans tous les cas on a

FYC(GUU) < PYC(G)' n

2 Les graphes (t)dcp- critiques avec v.(G) petit

Dans [3] T. Burton et D. Sumner ont caractérisé les graphes (totalement)
~-point critique ayant v(G) = 2.

Théoréme 13 Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n > 4 avec v(G) = 2.
élors G est y-point critique si et seulement si chaque composante du graphe
G est une couronne ou une clique Ky, p > 2.

Théoréme 14 Soit G = (V,E) un graphe connexe d’ordre n > 2 avec
v(G) = 2. Alors G totalement ~y-point critique si et seulement si chaque
composante du graphe G est une couronne.

Une caractérisation des graphes dcp-critiques ayant ~.(G) = 2 est
donnée par le Théoréme suivant:

Théoréme 15 Soit G = (V, E) un graphe connexe avec v.(G) = 2. Alors
G est un graphe dep-critique si et seulement si G est y-point critique .
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Preuve. Soit G = (V, E) un graphe connexe. On suppose que G est
~.~point critique. Puisque 7.(G) = 2, aucun sommet de G ne puisse dominé
tous les sommets donc 2 < v(G) < 7,(G) = 2, par conséquent (G) = 2.
Maintenant si G est dcp-critique, alors toute aréte uv contractée fait
diminuer la taille de .(G), d’ou v(Gyy) = 1. Par conséquent G est ~y-point
critique. Pour la réciproque, comme y(G,,) =1 pour toute aréte uv, alors
Ye(Guy) = 1 et par conséquent G est dep-critique. m

Nous donnons ci-dessous une caractérisation des graphes tdcp-critiques
ayant v.(G) = 2.

Théoréme 16 Soit G = (V, E) un graphe connexe avec v.(G) = 2. Alors
G est tdep-critique si et seulement si G est totalement ~y-point critique.

Preuve. On suppose que G est tdcp-critique. Alors v(G) = 2 puisque
G ne contient pas de sommet de degré n — 1. Et comme v,.(Gyy) = 1 pour
tout couple de sommets (u,v). Alors v(Gyy) = 1, par conséquent G est
totalement -point critique. Pour la réciproque, Supposons que 7(Gyy) = 1
pour tout couple de sommets (u,v). Alors v,.(Gyy) = 1, par conséquent G
est tdcp-critique m
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